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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Актуальность работы. Идентификация систем является одной из 

важнейших и активно развивающихся областей науки. Это подтверждается 

большим числом публикаций по данной тематике. 

Основоположниками теории идентификации являлись Р.Т. Андерсен, 

Дж. Бокс, Р. Калман, К. Острем, П. Эйкхофф. В СССР развитие теории 

идентификации начали Н.С. Райбман и Я.З. Цыпкин. 

В дальнейшем большой вклад в развитие теории идентификации внесли 

Л. Льюнг, Б.Т. Поляк, П. Стойка, Б. Фридландер, В.Н. Фомин и многие другие. 

С начала 80-х годов XX века активно развиваются методы 

идентификации моделей динамических систем с ошибками по всем 

переменным, большой вклад в развитие методов идентификации таких систем 

внесли Дж. Голуб, А.И. Жданов, А.А. Ломов, И. Марковский, Б. де Мур, 

Т. Седерстрем, С. ван Хуффель и другие. 

Тем не менее в области идентификации существует большое количество 

нерешенных задач. Одна из таких задач – разработка методов идентификации 

для новых классов моделей. Одним из таких классов являются модели 

динамических систем дробного порядка. Известно, что многие реальные 

процессы и явления точнее описываются дифференциальными и разностными 

уравнениями дробного порядка. В связи с этим развитие методов 

идентификации систем дробного порядка является актуальной темой. 

Развитием методов идентификации динамических систем дробного 

порядка занимались М. Aoun, J.-L. Battaglia, L.L. Lay, J. Lin, R. Malti, 

A. Oustaloup, S. Victor и другие. 

Подавляющее число работ предполагает, что динамическая система 

дробного порядка не подвергается влиянию возмущений либо возмущение 

представляет собой ошибку в уравнении. 
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Реальные данные всегда являются неполными. Под неполными данными 

обычно понимаются данные c возмущениями, а также данные с пропусками. 

В диссертационном исследовании не рассматриваются проблемы, связанные с 

пропущенными данными. 

Неполнота данных, связанная с возмущениями, может быть вызвана 

следующими причинами: 

1. Неконтролируемыми возмущениями внешней среды. 

2. Погрешностями в измерениях. 

3. Неточностями используемых моделей. 

4. Погрешностями округлений машинной арифметики. 

Для систем дробного порядка при наличии помех во входных и 

выходных сигналах в настоящее время известны лишь методы на основе 

высших статистик (M. Chetoui), накладывающие значительные ограничения на 

сигналы и помехи. В связи с этим возникает задача создания новых методов 

идентификации моделей систем дробного порядка при наличии помех во 

входных и выходных сигналах. 

Идентификация систем дробного порядка связана с дополнительными 

вычислительными трудностями. Так как в таких системах наблюдается 

сильная долговременная зависимость от прошлых данных, задача 

идентификации обычно плохо обусловлена. Поэтому задача повышения 

вычислительной устойчивости созданных методов идентификации для 

моделей динамических систем дробного порядка является важнейшей задачей. 

Данные задачи составляют научную проблему, имеющую важную 

теоретическую и практическую ценность. Решение этой проблемы приведет к 

расширению класса решаемых задач математического моделирования в 

различных областях. 

Целью диссертационной работы является создание, теоретическое 

обоснование и реализация новых моделей дискретных стохастических систем 

дробного порядка и вычислительно устойчивых методов их идентификации. В 
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соответствии с поставленной целью работы основными задачами 

исследований являются: 

1. Разработка новых моделей дискретных динамических систем 

дробного порядка, обобщающих ранее известные модели. 

2. Создание метода идентификации моделей линейных и нелинейных 

систем дробного порядка с использованием подхода на основе обобщенных 

полных наименьших квадратов. 

3. Создание метода идентификации моделей линейных систем дробного 

порядка с использованием подхода на основе обобщенных инструментальных 

переменных. 

4. Разработка численно устойчивых вычислительных схем методов 

идентификации, нахождения оценок моделей линейных и нелинейных систем 

дробного порядка. 

5. Разработка рекуррентных алгоритмов идентификации моделей 

динамических систем, описываемых уравнениями с разностями дробного 

порядка при наличии помех наблюдений. 

6. Создание комплекса программ, реализующего созданные методы 

идентификации, и исследование эффективности представленных в 

диссертации методов, алгоритмов и программ с помощью тестового 

статистического моделирования. 

Методы исследования. В работе использованы теория вероятностей, 

в том числе теория оценивания, математическая статистика, теория 

оптимизации, вычислительная линейная алгебра, прикладное 

программирование. 

Научная новизна. Все основные научные результаты диссертации 

являются новыми.  

1. Предложены новые модели дискретных динамических систем 

дробного порядка: 

– Модель дискретной линейной динамической системы дробного 

порядка на основе разностей дробного порядка и операторов сдвига назад 
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целого порядка, обобщающая известные модели на произвольное число 

разностей и операторов сдвига назад. 

– Модель дискретной билинейной динамической системы дробного 

порядка на основе разностей дробного порядка и операторов сдвига целого 

порядка, обобщающая модель дискретной билинейной динамической системы 

для случая разностей дробного порядка. 

– Впервые предложен комплекс моделей дискретных динамических 

систем дробного порядка со следующими моделями шума: 

– Модель ARX (Autoregression with exogenous input – авторегрессионная 

с экзогенными входными данными) дробного порядка с ошибками в 

переменных, обобщающая модели ошибки в переменных и модели ошибки в 

уравнении. 

– Линейная модель дробного порядка с дробно-дифференцированными 

ошибками в переменных, обобщающая известную модель, где ошибки в 

переменных моделируются белым шумом.  

– ARX-модель Винера дробного порядка с шумом во входном сигнале, 

обобщающая ARX-модель Винера дробного порядка. 

2. Создан и теоретически обоснован метод на основе обобщенных 

полных наименьших квадратов для идентификации параметров моделей 

линейных и некоторых классов нелинейных (Гаммерштейна, Винера, 

билинейных) систем, описываемых уравнениями с разностями дробного 

порядка, для шумов различных классов: мартингал-разностей, белого шума, 

автокоррелированных помех, дробного шума.  

Созданы методы для различных частных случаев данных систем и 

помех. Доказана сильная состоятельность получаемых оценок параметров. 

Предложенный метод позволяет с помощью единого подхода проводить 

идентификацию различных классов моделей динамических систем дробного 

порядка с разными моделями шума, в том числе для ранее не 

рассматриваемых моделей. 
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3. Создан и теоретически обоснован метод на основе обобщенных 

инструментальных переменных для идентификации моделей линейных 

динамических систем, описываемых уравнениями с разностями дробного 

порядка, при неполной информации об автокорреляционных функциях помех. 

Доказана сильная состоятельность получаемых оценок параметров. 

Предложенный метод позволяет проводить идентификацию параметров 

моделей динамических систем дробного порядка с ранее не 

рассматриваемыми моделями шума. 

4. Впервые разработан алгоритм для идентификации параметров 

авторегрессии с разностями дробного порядка с аддитивным шумом в 

наблюдениях при отсутствующей информации о дисперсии аддитивного шума 

и отношении дисперсий помех. 

5.  Разработаны рекуррентные алгоритмы идентификации моделей 

динамических систем на основе обобщенных полных наименьших квадратов. 

Доказана сильная состоятельность получаемых оценок параметров. 

6. Созданы численно устойчивые алгоритмы для разработанных методов 

идентификации на основе новой расширенной системы уравнений, 

эквивалентной смещенной нормальной системе уравнений, отличающейся от 

известной расширенной системы меньшей размерностью и отсутствием 

комплексных коэффициентов. 

7. Разработана неявная итерационная схема регуляризации задачи 

полных наименьших квадратов, имеющая меньшее число обусловленности, 

чем регуляризация Тихонова, для задачи полных наименьших квадратов. 

Предложенный подход позволяет заменить задачу полных наименьших 

квадратов на последовательность задач, обусловленных лучше, чем задача 

обыкновенных наименьших квадратов. Исследованы условия сходимости 

метода. 

8. Разработан программный комплекс, реализующий предложенные 

модели и методы идентификации моделей динамических систем дробного 

порядка. 
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Теоретическая и практическая значимость. Теоретическая 

значимость заключается в том, что предложен единый подход для 

идентификации линейных и нелинейных моделей систем различных классов, 

описываемых уравнениями с разностями дробного порядка при наличии 

помех наблюдений. На основе предложенного подхода построены и 

реализованы методы идентификации для различных классов помех, в том 

числе нестационарных. Доказана сильная состоятельность оценок параметров 

для предложенных рекуррентных и не рекуррентных методов идентификации.  

Практическая значимость результатов диссертации заключается в том, 

что полученные алгоритмы и созданное на их основе программное 

обеспечение могут применяться при решении практических задач в самых 

разных областях науки и техники, таких как: химия, эконометрика, 

машиностроение, экология, геофизические исследования, системы передачи 

информации, анализ временных рядов, компьютерная безопасность, 

автоматизированные системы управления технологическими процессами.  

Разработанные в диссертации методы идентификации успешно 

применялись для оценивания параметров моделей нагрева экструдера, 

различных типов электродвигателей, беспилотников, линий электропередачи, 

рельсовых цепей. Эти результаты в диссертационную работу не включены, но 

свидетельствуют о практической применимости разработанных методов 

идентификации. 

Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Новые модели дискретных динамических систем дробного порядка 

[55,77,78]. 

2. Метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов для 

идентификации параметров моделей линейных и некоторых классов 

нелинейных (Гаммерштейна, Винера, билинейных) систем, описываемых 

уравнениями с разностями дробного порядка, для шумов различных классов 

[55, 121-124, 133, 134]. 
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3. Метод на основе обобщенных инструментальных переменных для 

идентификации моделей линейных динамических систем, описываемых 

уравнениями с разностями дробного порядка, при неполной информации об 

автокорреляционных функциях помех [119]. 

4. Численно устойчивая вычислительная схема для разработанных 

методов идентификации на основе предложенной расширенной эквивалентной 

нормальной системы уравнений для решения задачи полных наименьших 

квадратов [148, 149, 150]. 

5. Неявная итерационная схема регуляризации задачи полных 

наименьших квадратов [151]. 

6. Прикладное ПО, реализующее разработанные методы [267, 268].  

Соответствие диссертации паспорту научной специальности.  

Содержание диссертации соответствует пунктам паспорта 1.2.2. –

«Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ»: 

1. Разработка новых математических методов моделирования объектов и 

явлений (физико-математические науки).  

2. Разработка, обоснование и тестирование эффективных 

вычислительных методов с применением современных компьютерных 

технологий.  

3. Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде 

комплексов проблемно ориентированных программ для проведения 

вычислительного эксперимента. 

Степень достоверности. Достоверность и обоснованность результатов 

обусловлены представленными математическими доказательствами 

теоретических результатов. Теоретические положения подтверждены 

результатами вычислительных экспериментов.  

Апробация работы. Результаты основных положений диссертации 

доложены, обсуждены на: XV, XVI, XVII международных конференциях 

«Siberian Conference on Control and Communications (SIBCON-2013, SIBCON-

2015, SIBCON-2017)» (г. Красноярск, 2013, г. Томск 2015, Астана 2017); 
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международных конференциях «East-West Design & Test Symposium (EWDTS-

2013, EWDTS-2017, EWDTS-2018, EWDTS-2020)» (г. Ростов-на-Дону, 2013, 

г. Нови Сад (Сербия), 2017, г. Казань, 2018, г. Варна (Болгария), 2020); VI, VII 

и VIII международных (43-й, 44-й и 45-й всероссийских) молодежных школах-

конференциях «Современные проблемы математики» (г. Екатеринбург, 2012, 

2013, 2014); Всероссийской научно-практической конференции «Анализ 

Изображений, Сетей и Текстов» (АИСТ-2012) (г. Екатеринбург, 2012); 

Всероссийской молодежной конференции «Информационно-

телекоммуникационные системы и технологии» (г. Кемерово, 2012); Научно-

практической конференции «Молодежная математическая наука – 2012» 

(г. Саранск, 2012); II и III всероссийских научных конференциях молодых 

ученых с международным участием «Теория и практика системного анализа» 

(г. Рыбинск, 2012, 2014); Международной молодежной конференции 

«Прикладная математика, управление и информатика» (г. Белгород, 2012); 

IV и V международных научно-практических конференциях «Молодые 

ученые в решении актуальных проблем науки» (г. Владикавказ, 2013, 2014); 

Научно-практической интернет-конференции «Междисциплинарные 

исследования в области математического моделирования и информатики» 

(г. Ульяновск, 2013); международных научно-технических конференциях 

«Перспективные информационные технологии» (ПИТ-2013, ПИТ-2016) 

(г. Самара, 2013, 2016); VI, VII и IX международных научно-практических 

конференциях. «Наука и образование транспорту» (г. Самара, 2013, 2014, 

2016); XII Всероссийском совещании по проблемам управления (ВСПУ-2014) 

(г. Москва, 2014); XV Всероссийской конференции молодых ученых по 

математическому моделированию и информационным технологиям 

(г. Тюмень, 2014); IX Международной научно-технической конференции 

молодых специалистов, аспирантов и студентов «Математическое и 

компьютерное моделирование естественно-научных и социальных проблем» 

(г. Пенза, 2016); международных конференциях «Информационные 

технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2015, ИТНТ-2016, ИТНТ-2017, ИТНТ-



13 

 

2019, ИТНТ-2021) (г. Самара, 2015, 2016, 2017, 2018, 2019, 2021); 

IV Всероссийской научной конференции молодых ученых с международным 

участием «Информатика, управление и системный анализ» (г. Тверь, 2016); 

III Всероссийской научно-практической заочной конференции «Достижения и 

приложения современной информатики, математики и физики» 

(г. Нефтекамск, 2016 г.); IX и XI международных научно-технических 

конференциях «Аналитические и численные методы моделирования 

естественно-научных и социальных проблем» (г. Пенза, 2014, 2016); 

Всероссийской научно-практической конференции с международным 

участием «Инновационные технологии в промышленности: образование, 

наука и производство» (г. Уфа, 2016); VIII International congress of information 

and communication technology, ICICT 2018 (г. Сямынь (Китай), 2018); 

международных конференциях «Conference on Control Systems, Mathematical 

Modeling, Automation and Energy Efficiency» (SUMMA-2020, SUMMA-2021, 

SUMMA-2022, SUMMA-2023) (г. Липецк, 2020, 2021, 2022, 2023); 

Международной Воронежской зимней математической школе «Современные 

методы теории функций и смежные проблемы» (г. Воронеж, 2023); 

Общемосковском постоянном научном семинаре «Теория автоматического 

управления и оптимизации» (г. Москва, 2022, 2025). 

Исследования по теме диссертации частично поддержаны грантами: 

1. «Грант ИБ МТУСИ» соглашение №40469-02/2022-д от 30 июня 

2022 г. 

2. Программой развития Научно-образовательного математического 

центра Приволжского федерального округа (№ 075-02-2023-931, № 075-02-

2024-1456, 075-02-2025-179). 

Публикации. По теме диссертационной работы автором опубликовано 

120 работ, в том числе 16 в рецензируемых изданиях, индексируемых в базами 

данных Scopus, Web of Science и ZbMath Open, 20 в рецензируемых изданиях, 

входящих в перечень ВАК, 24 в материалах конференций, индексируемых 
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базами данных Web of Science и Scopus: получено 5 свидетельств о 

государственной регистрации программы для ЭВМ. 

Объем и структура работы. Диссертационная работа состоит из 

введения, 4 глав, выводов по главам, заключения, библиографического списка 

использованной литературы и приложений. Объем работы: 271 стр. 
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1 ОБЗОР МЕТОДОВ ИДЕНТИФИКАЦИИ  

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

 

 

В первой главе произведен обзор методов идентификации 

динамических систем дробного порядка.  

 

1.1 Применение вычислений с производными и разностями дробного  

порядка в различных приложениях 

 

Дробный математический анализ имеет давнюю историю. Впервые 

мысль о возможности существования производной нецелого порядка была 

высказана Лопиталем в письме Лейбницу в 1695 [1]. В дальнейшем 

исследованиями в области дробного математического анализа занимались 

многие математики, в том числе Н. Абель [7], Ж. Адамар [8], Ж. Лиувилль 

[4], Ж.Л. Лагранж [5], Г.Ф. Риман [6], Ж. Фурье [3], Л. Эйлер [2] и многие 

другие. Обзор дробного исчисления на первоначальном этапе представлен в 

статье [9].  

В современной науке популярны так называемые марковские модели 

процессов, в которых состояние процесса в будущем зависит только от 

состояния в текущий момент времени. Данное допущение существенно 

упрощает анализ, однако очевидно, что не все реальные процессы являются 

марковскими или могут быть к ним сведены. 

Наличие в уравнениях дробной производной современными 

исследователями интерпретируется как отражение особого свойства процесса 

– памяти или немарковости (эредитарности) [10]. Следует отметить, что 

одной из причин, по которым процесс становится эредитарным, является 

наличие переменных, не учтенных в модели. 

Однако применение аппарата дробного математического анализа для 

приложений началось только во второй половине XX века. На сегодняшний 
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день существует большое число примеров применения аппарата дробного 

дифференцирования в физике, теории управления и других инженерных 

приложениях [11–16].  

Приложения в физике появились только в 1970-х годах благодаря 

вкладу Oldham [11] при моделировании диффузионных явлений в 

окружающей среде на полубесконечной плоскости, сфере и цилиндре. 

Авторы показывают, что эти явления можно моделировать с помощью 

передаточных функций, имеющих производных порядки, кратные 0.5. С тех 

пор множество работ позволило смоделировать системы, использующие 

дробные производные.  

Например, в электрохимии [17, 18] для моделирования 

распространения нагрузок в свинцово-кислотных батареях модели – 

интегратор полуторного порядка. При термодиффузии в полубесконечной 

среде в [19] показано, что точное решение уравнения теплопроводности 

связывает тепловой поток с температурой поверхности производной 

порядка 0.5.  

В реологии напряжение в вязкоупругих материалах пропорционально 

нецелой производной деформации [20]. В электротехнике ток Фуко в 

стержнях ротора индукционной машины также подчиняется диффузионным 

явлениям, моделируемым с использованием нецелочисленных операторов 

[21]. Модели суперконденсаторов на основе дробных производных были 

представлены в [22]. 

Уравнения с производными дробного порядка и разностями широко 

используются для описания различных процессов и явлений. Модели, 

основанные на уравнениях с производными дробного порядка и разностями, 

находят широкое применение в гидрологии, экономике и прогнозировании 

использования сетевых данных [10, 23–26]. 

В биологии мышцу лягушки [27, 28], состоящую из множества 

волокон, каждое из которых имеет собственную постоянную времени, можно 
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смоделировать более компактно, используя модели с дробными 

производными.  

В [29] был предложен дискретный фильтр Калмана с дробными 

разностями. Уравнения с дробными разностями также использовались для 

аппроксимации дифференциальных уравнений производными Грюнвальда –

Летникова [30]. Моделирование различных физических процессов на основе 

уравнений с дробными разностями рассматривалось в [31–33]. 

Современное состояние дробных вычислений представлено в [34–36] 

по математике, в [37] по численному анализу, в [38, 39] по физике, в [40–42] 

по управлению, в [43, 44] по приложениям. В последнее время дробные 

вычисления находят применение в машинном обучении [45–47], нейронных 

сетях [48], квантовых вычислениях [49]. 

В статье [36] для оценки современного состояния дробных вычислений 

использованы статьи из базы данных Scopus за 2020 год. Поиск по 8 

ключевым словам: дробное исчисление, дробная производная, дробное 

интегрирование, дробная динамика, Миттаг – Леффлер, производная 

нецелочисленного порядка, интеграл нецелочисленного порядка, 

производная комплексного порядка, интеграл комплексного порядка – 

привел к 6589 записям. С помощью VOSviewer  были построены сети 

совместного появления ключевых слов и сеть соавторов по странам, 

представленные на Рисунках 1.1 и 1.2.  

 На Рисунке 1.1 показано, что дробные вычисления применяются, в 

настоящее время применяются во всех областях науки. Кроме того, можно 

заметить два основных кластера: один, включающий области математики, 

физики, инженерии и экономики, и более новый, охватывающий медицину, 

биологию и генетику. 

 На Рисунке 1.2 также можно заметить два основных кластера. Один 

крупный кластер соответствует Китаю, США, большинству европейских стран, 

России, Южной Америке и нескольким странам Азии, таким как Япония, 

Южная Корея и Австралия. Второй кластер образован более поздними 
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участниками, в основном из стран Ближнего Востока и Южной Азии, таких как 

Индия, Иран, Турция, Саудовская Аравия и Пакистан. 

 

Рисунок 1.1–  Сеть совместного появления ключевых слов [36] 

 

 

Рисунок 1.2 –  Сеть соавторов по странам [36] 
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В статье [42] проводился сбор релевантных документов из баз данных 

WoS и Scopus по управлению на основе дробных вычислений по следующим 

поисковым запросам за период с 2000 по 2022 год:  

1) контроллер дробного порядка; 

2)  дробное исчисление и моделирование, модель, машинное 

обучение, оптимизация; 

3)  система управления скольжением дробного порядка; 

4)  стабильность системы дробного порядка; 

5) контроллер CRONE; 

6) дробный ПИД-контроллер; 

7)  компенсатор дробного порядка; 

8)  оптимизация систем дробного порядка; 

9) контроллер сложного порядка; 

10) робастный контроллер дробного порядка; 

11) дробный контроллер. 

В результате поиска было найдено 4249 и 5726 документов из WoS и 

Scopus соответственно. На Рисунке 1.3 показано распределение найденных 

публикаций Scopus по годам. Рисунок демонстрирует резкий рост 

исследовательского интереса к этой области. 

 

Рисунок 1.3 – График количества публикаций в базе Scopus по годам [42] 
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 Также в [37] были построены сети совместного появления ключевых 

слов и сеть соавторов по странам, представленные на Рисунках 4 и 5. 

 

Рисунок 1.4 – Сеть совместного появления ключевых слов [42] 

 

 

Рисунок 1.5 – Сеть соавторов по странам [42] 
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1.2 Модели идентификации дискретных динамических систем  

дробного порядка 

 

Используемые в идентификации модели дискретных динамических 

систем могут быть классифицированы по уравнениям, описывающим сами 

динамические системы, и уравнениям, описывающим возмущения. 

Рассмотрим сначала уравнения, описывающие динамические системы 

целого порядка. Уравнение с разностями целого порядка имеет вид: 

1 1

1

11
1 1 ,

r rr r
i i r i i i r mz b z b z x a x a x

−− +  + + =  +  + +    (1.1) 

где  , 2 , k  – операторы левой разности порядка 1,2 …k, соответственно: 

1,i i iz z z − = − 2
1,i i iz z z − =  − 1 1

1.
k k k

i i iz z z− −
− =  −   

Применяя формулу для разности порядка k 

( )
0

1
k

k jk
i i j

j

k
z z

j

−

−

=

 
 = −  

 
 , 

где 

( )
!

! !

k k

j j k j

 
= 

− 
 – биномиальные коэффициенты, 

можно представить уравнение (1.1), используя запаздывания: 

1 11 1 1 1 .i i r i r i i r m rz b z b z x a x b x− − − −+ + + = + + +    (1.2) 

Для задач идентификации обычно используется представление в форме 

(1.2), так как зависимость между слагаемыми меньше и данное 

представление проще для реализации, поскольку в уравнение (1.2) напрямую 

входят измерения переменных. 

 Линейное уравнение с разностями дробного порядка имеет вид [50, 51]: 

1 1 2 1

11 1
rr

i i r i i i r iz a z a z x b x b x
   

+  + +  =  +  + +   .     (1.3) 

Для уравнений с разностями дробного порядка нельзя записать 

уравнение, использующее запаздывания с конечным числом коэффициентов, 

так как разность дробного порядка зависит от бесконечного числа значений.  
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На сегодняшний день существует несколько неэквивалентных форм 

записи уравнений с разностями дробного порядка. Запись (1.3) обычно 

используется в задачах теории управления. В анализе временных рядов, 

эконометрике обычно применяется запись c одной дробной разностью [52, 53]:  

   ( )
1 1

1 1 1 1 .i i r i r i i r m rz b z b z x a x b x
− − − −+ + + = + + +   (1.4) 

В диссертационной работе предложено обобщение разностных 

уравнений (1.3) и (1.4) на случай многих разностей дробного порядка и 

многих запаздываний [54]: 

  
1

( ) ( )
1

1 1

.m m
m m

rr

m mi f i f
m= m=

b z a x
 

− −
 =      (1.5) 

В диссертационной работе впервые предложена модель билинейных 

систем дробного порядка [55]: 

( )
31 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 1 0 1

c

m

m m mk
m m m k

rr rr

m m mki f i f i f i f
m= m= m k

b z a x x z
  

− − − −
= =

 =  +    .    (1.6) 

В работе не рассматривалась идентификация дискретных 

динамических систем со многими дробными запаздываниями, 

предложенными в [56, 57]. Данные системы могут быть использованы при 

неравномерной дискретизации и при синтезе контроллеров для дискретных 

неминимально-фазовых систем [58, 59]. Однако методы идентификации для 

таких систем отсутствуют. 

 

1.2.1 Модели дискретных динамических систем дробного порядка 

по параметризации возмущений 

Наиболее известна концепция классификации моделей идентификации 

линейных динамических систем предложенная, Л. Льюнгом [60], который 

использовал обобщенную линейную структуру: 

1
1

1

( ) ( )
( )

( ) ( )
i i i

A q C q
B q z x e

F q D q

−
−

−
= + ,    (1.7) 

где 
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1 1

1 1( ) 1 rB q b q b q− − −= + + − , 11 1

1 1( ) 1 rA q a q a q−− −= + + − , 

1 1

1 1( ) 1 crC q b q b q
−− −= + + − , 1 1

1( ) 1 d

d

r

rD q d q d q
−− −= + + − , 

1

1i iq z z−

−=  – оператор сдвига назад. 

Используя обобщенную модель (1.7), можно получить многие 

известные применяемые модели, представленные в Таблице 1.1. 

 

Таблица 1.1 – Классификация моделей Л. Льюнга [60] 

Многочлены в формуле (1.7) Наименование модельной структуры 

A FIR (finite impulse responce) 

AB ARX 

ABC ARMAX 

BC ARMA 

ABD ARARX 

ABCD ARARMAX 

AF OE (Output error) 

AFCD BJ (Бокса Дженкинса) 

ABCDF GMS 

 

В рассмотренной Таблице 1.1 отсутствуют модели с ошибками в 

переменных, а также ARX-модель с выходной ошибкой, ARX-модель с 

входной ошибкой, ARX c ошибками по всем переменным и т. д.  

Подбирая параметризацию в обобщенной модели, возможно обойтись 

без предложенных классов. Однако для этого нужно учитывать связи 

параметров полиномов системы и шума, что очень усложняет алгоритмы 

идентификации. 

Более прозрачной с точки зрения использования априорной  

информации является представление обобщенной модели с тремя точками 

возможного приложения возмущений в виде ARX-модели с ошибками в 

переменных [61, 62]: 

1 1( ) ( )i i iB q z A q x e− −= + , i i iy z = + , i i iw x = +   (1.8) 
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В случае необходимости модели возмущений могут быть цветными 

шумами [57, 63]. 

Для моделей с уравнениями дробного порядка обычно рассматриваются в 

подавляющем большинстве случаев модели ошибки в уравнении (ARX) и 

модели выходной ошибки (OE) [64-68]. Есть небольшое число с моделями 

ARMAX [69] и Бокса – Дженкинса (BJ) [70] и ошибками в переменных [71–73]. 

 ARX-модель дробного порядка с ошибками в переменных 

рассматривается в данной работе впервые: 

1

( ) ( )
1

1 1

,m m
m m

rr

m m ii f i f
m= m=

b z a x
  

− −
 =  +  i i iy z= +  , 

i i i
w x= +  .   (1.9) 

Помимо представленных выше моделей с рациональной передаточной 

функцией шума, возможно рассмотрение параметризации с возмущениями 

дробного порядка, в [74–76] показаны такие модели в пространстве 

состояний. В данной работе впервые предложены ARX-модель дробного 

порядка с ошибками в переменных в виде дробно-дифференцированного 

белого шума [77]: 

1

1 1

m m

r r

i m i m i i

m m

z b z a x
 

−

= =

=  +  +   , ,i i iy z = +  ,i i iw x = +   (1.10) 

и частные случаи этой модели. 

Также впервые предложена FARARX (Fractional differencing 

autoregressive with autoregressive exogenous input) система c ошибками во 

входных и выходных сигналах [78]: 

1

1 0

,

rr

i m i m m i m i

m m

z b z a x
− −

= =

 
+ = +  

 
   

,iii zy += ,iii xw +=
2

1

.

r

i m i m i

m

c  −

=

= +   (1.11) 
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1.3 Методы идентификации динамических систем дробного порядка 

 

Производная дробного порядка и интеграл дробного порядка не имеют 

четкого физического смысла, хотя предпринимаются некоторые попытки 

дать физическую интерпретацию, что усложняет механизм анализа 

применения моделей с дробными производными к реальным объектам. 

Одной из альтернатив служит оценка параметров системы дробного 

порядка на основе измеренных входных и выходных данных 

рассматриваемого реального процесса. 

Идентификация систем является важным разделом теории 

автоматического управления. Поэтому главный интерес для идентификации 

любой динамической системы заключается в ее применимости для 

управления на основе собранных данных. Идентификация внутренних 

параметров имеет важное значение для оценки производительности системы 

и разработки надежного управления для исследуемой системы. 

Идентификация систем дробного порядка более сложная, чем 

идентификация систем целочисленного порядка, многие существующие 

классические (целочисленные) методы идентификации систем не могут быть 

напрямую обобщены для идентификации системы дробного порядка по 

измеренным данным, например, для системы дробного порядка с ошибками в 

переменных нельзя построить метод на основе инструментальных 

переменных, используя в качестве инструментальных переменных прошлые 

значения наблюдаемых переменных. 

Тем не менее за последние несколько десятилетий были описаны 

различные методы для идентификации параметров модели дробного порядка. 

Эти методы различаются по используемому тестовому сигналу, типу модели, 

начальным предположениям, оценкам, методам расчета ошибок и обработке 

данных и т. д. Часть разработанных методов предполагает, что все данные 

измерены абсолютно точно, что снижает их практическую ценность. 
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Реальные данные всегда являются неполными. Это может быть связано 

cо следующими причинами: 

1. Неконтролируемыми возмущениями внешней среды. 

2. Погрешностями в измерениях. 

3. Неточностями используемых моделей. 

4. Погрешностями округлений машинной арифметики. 

Для любой динамической системы можно выделить три точки 

приложения возмущений: 

1. Входной сигнал. 

2. Выходной сигнал. 

3. Ошибку в уравнении (авторегрессионную систему с экзогенным 

входом). 

На Рисунке 1.6 показаны точки приложения возмущений. 

 

Рисунок 1.6 – ARX-система с возмущениями во всех переменных: iz  – 

ненаблюдаемая выходная переменная; iy  – наблюдаемая выходная 

переменная; −ii wx ,  ненаблюдаемая и наблюдаемая входные переменные; 

ii  ,  – возмущения в выходной и во входной переменных соответственно; 

i – ошибка в уравнении 

 

Идентификация ARX-системы с возмущениями во всех переменных 

является очень сложной задачей. Методов идентификации для таких систем 

дробного порядка не существует. 
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Комбинации точек приложения возмущений в модели приводят к 

большому числу различных моделей. На Рисунке 1.7 представлена 

классификация динамических систем по точкам приложения возмущений. 
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Рисунок 1.7 – ARX-система с ошибками в переменных 

 

Большая часть исследований в этой области посвящена идентификации 

параметров дифференциальных уравнений дробного порядка с 

использованием ошибки в уравнении или ошибки вывода.  

В работах [65, 66, 79] представлен обзор различных методов 

идентификации систем с производными дробного порядка. Приведем 

основные этапы развития методов идентификации систем дробного порядка. 

Методы идентификации разомкнутой системы в частотной и 

временной области с дробными моделями были предложены в [80]. 

Идентификация систем дробного порядка в частотной и временной областях 

рассматривалась в [81], где использовали метод идентификации, основанный 

на методах наименьших квадратов и полных наименьших квадратов 

соответственно, для идентификации моделей дробного порядка на основе 
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данных частотной характеристики, полученных на лабораторной установке 

суперконденсаторов. Однако они выбирали некоторые параметры модели 

вручную, чтобы уменьшить сложность задачи идентификации и избежать 

зависимости результатов от начальных условий. 

В [82] обобщен метод наименьших квадратов для оценки модели 

ошибки в уравнении дробного порядка. Метод выходной ошибки был 

разработан для оценки динамики свинцово-кислотной батареи Лин и др. [82], 

модификация метода выходной ошибки применялась в [67] для 

идентификации динамики реальной системы теплопередачи. 

Подход с предфильтрацией был исследован в [83]. В 2005 году были 

предложены дробно-ортогональные базисные функции Лагерра [84]. 

Подходы на основе инструментальных переменных были обобщены на 

случай систем дробного порядка [85].  

Был представлен итерационный метод уточненных инструментальных 

переменных для идентификации дробной модели [86].  

В [87] метод модулирующих функций был обобщен на онлайн-

идентификацию систем дробного порядка. Идентификация системы 

Вольтерра дробного порядка для процесса термодиффузии по 

экспериментальным данным рассматривалась в [88].  

Новый метод идентификации параметров систем дробного порядка с 

импульсным шумом был предложен в [89]. Основной вклад этой работы 

заключался в замене целевой функции наименьших квадратов новой целевой 

функцией наименьшей абсолютной ошибки.  

Новый метод идентификации, основанный на ошибке уравнения, был 

описан в [64] для получения рекурсивных оценок параметров систем 

дробного порядка. В [64] ARX дробного порядка получена путем 

дискретизации дифференциальных уравнений дробного порядка с 

непрерывным временем в качестве идентификационной модели параметров. 

Параметры модели ARX дробного порядка были оценены путем обобщения 

рекуррентного метода наименьших квадратов и рекуррентного метода 
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инструментальных переменных. Метод оценивает только параметры модели, 

а не дробные дифференциальные порядки, которые должны задаваться 

априорно. 

Алгоритм стохастической оптимизации, то есть оптимизация роя 

частиц (PSO), использовался в [90] для идентификации моделей дробного 

порядка, и новый вариант ПСО, названный квантовым параллельным PSO, 

был предложен в [91] для оценки параметров дробных упорядоченных 

хаотических систем.  

В [92] разработан эволюционный алгоритм идентификации 

хаотических дробных порядков систем не только с неизвестными 

параметрами и дробным порядком, но также с неизвестными начальными 

значениями и структурой модели дробного порядка. Алгоритм применен к 

хаотическим системам дробного порядка, такие как хаотические системы 

Лоренца, Лу, Чена, Росслера.  

Много других работ были посвящены проблемам идентификации 

систем во временной области [93–94]. В последние годы интерес к 

идентификации систем дробного порядка продолжает расти, что 

подтверждается многочисленными публикациями [95–103], проведением 

IFAC-конференций, посвященных дробным вычислениям. 

Отдельным направлением идентификации дробных систем можно 

считать идентификацию параметров временных рядов с дробными 

операторами [52, 53]. 

Авторегрессии с дробными разностями широко используются при 

анализе временных рядов с длинной памятью. Существует большое 

количество различных моделей с обобщениями дробных разностей, таких как 

авторегрессионное скользящее среднее Гегенбауэра (GARMA) [104, 105], 

дробное ARUMA [106], сезонное авторегрессионное дробно-

интегрированное скользящее среднее (SARFIMA) [107, 108] и 

авторегрессионное темперированное дробно-интегрированное скользящее 
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среднее (ARTFIMA) [109, 110]. Были рассмотрены различные аспекты 

использования дробных разностей для анализа временных рядов [111, 112]. 

Методов идентификации авторегрессии дробного порядка с 

аддитивным шумом на сегодняшний день не существует, несмотря на то что 

авторегрессию с аддитивным шумом можно представить как процесс 

авторегрессии скользящего среднего ARMA (p, p) [113]. Известные методы 

[114] могут быть использованы для оценки параметров процессов АРМА. 

Однако модели ARMA не учитывают ограничения на коэффициенты 

скользящего среднего. Поэтому использование методов идентификации 

ARMA-процессов уступает по точности методам идентификации 

авторегрессионных процессов с аддитивным шумом.  

В [115, 116] было показано, что из классов моделей ARMA, 

авторегрессии, авторегрессии с аддитивным шумом наилучшей 

разрешающей способностью в задачах спектрального анализа обладает 

авторегрессия с аддитивным шумом. В связи с этим задача разработки 

методов авторегрессии дробного порядка с аддитивным шумом является 

актуальной. 

Задача идентификации целочисленных или дробных систем с 

ошибками в переменных гораздо сложнее.  

Монография [117] дает обзор современного состояния этой проблемы. 

В [117] указано, что для идентификации систем дробного порядка с 

ошибками в переменных на сегодняшний день существует два подхода: 

1. Методы на основе кумулянт: кумулянтных наименьших квадратов 

[71, 72], кумулянтных инструментальных переменных [73]. 

2. Методы, разрабатываемые автором на основе обобщенных полных 

наименьших квадратов [118] и обобщенных инструментальных переменных 

[119]. 

Также стоит отметить, что для систем дробного порядка с 

возмущениями во входной переменной и ARX-систем с возмущениями во 

входной переменной не существует методов идентификации параметров. 
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Для выбора наиболее перспективных методов идентификации была 

произведена классификация методов по типу используемых данных. Все 

методы идентификации можно разделить на методы временной области и 

методы частотной области. По каждому из этих направлений можно 

выделить как минимум три группы методов: 

1. Методы, использующие ковариационную матрицу. Этот случай 

включает в себя инструментальные переменные, метод наименьших 

квадратов с компенсацией смещения, схему Фриша, уравнения Юла – 

Уокера, полный метод наименьших квадратов (TLS). 

2. Методы, использующие исходные данные временных рядов. Этот 

случай включает использование методов ошибки предсказания и 

максимального правдоподобия. Никакого сжатия данных не происходит. 

3. Методы, использующие высшие статистики (кумулянты).  

Классификация представлена на Рисунке 1.8. 

 

Рисунок 1.8 – Классификация методов идентификации по используемым 

данным 
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Проведенный анализ показал [120], что наиболее перспективными 

являются методы второго порядка: они могут сочетать высокую точность с 

умеренной вычислительной сложностью. 

Системы дробного порядка имеют длинную память, они часто бывают 

плохо обусловленные. В связи с этим разработка численно устойчивых 

методов идентификации таких систем приобретает особую актуальность. 

 

Выводы по главе 1 

 

1. Создано достаточно большое число методов идентификации 

динамических систем дробного порядка. Подавляющее большинство методов 

созданы для моделей ошибки в уравнении и выходной ошибки.  

2. Для некоторых систем дробного порядка с такими моделями 

возмущений, как ARX-система с возмущениями по всем переменным, ARX-

система с возмущениями во входных переменных, методы идентификации 

отсутствуют. 

3. Из-за того, что системы дробного порядка имеют длинную память, 

они часто бывают плохо обусловленные. Разработка численно устойчивых 

методов идентификации таких систем приобретает особую актуальность. 
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2 ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДИСКРЕТНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДРОБНОГО ПОРЯДКА  

ПРИ НАЛИЧИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 

 

 

Глава 2 посвящена разработке и исследованию методов для 

идентификации линейных и некоторых классов нелинейных динамических 

систем дробного порядка. 

В пункте 2.1 разработаны методы идентификации линейных ARX 

(Autoregression with exogenous input – авторегрессионная с экзогенными 

входными данными) систем дробного порядка с ошибками по всем 

переменным. Доказана сильная состоятельность получаемых оценок. Также в 

пункте. 2.1 рассмотрены критерии для частных случаев ARX-систем 

дробного порядка с ошибками по всем переменным для 

гетероскедастических и гомоскедастических помех. Основные результаты 

изложены в статьях [118, 120–125]. 

В пункте 2.2 разработаны методы идентификации динамических 

систем дробного порядка с коррелированными помехами. Также в п. 2.2 

рассмотрены критерии идентификации систем, если возмущения являются 

дробными белыми шумами. Основные результаты изложены в статьях [77, 

129]. 

В пункте 2.3 показаны рекуррентные методы типа стохастической 

аппроксимации, минимизирующие рассмотренные функции ошибки. 

Доказывается состоятельность получаемых с помощью рекуррентной 

реализации методов. Основные результаты изложены в статьях [124, 125, 

130]. 

В пункте 2.4 рассматривается критерий для обобщенных 

инструментальных переменных, позволяющий получать сильно 

состоятельные оценки коэффициентов при отсутствующей информации о 

корреляционных функциях помех [119]. 



34 

 

В пункте 2.5 разработаны методы идентификации и сформулированы 

теоремы о сильной состоятельности получаемых оценок для билинейных 

динамических систем, систем Гаммерштейна и Винера. Основные результаты 

изложены в статьях [54, 133–135]. 

 

2.1 Идентификация линейных дискретных динамических систем 

дробного порядка при наличии некоррелированных возмущений  

по всем переменным 

 

2.1.1 Идентификация линейных ARX-систем дробного порядка 

с ошибками по всем переменным. Общий случай 

Постановка задачи. Рассматривается модель стационарной устойчивой 

ARX-системы дробного порядка с ошибками по всем переменным:  
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Представим уравнение (2.1) в операторной форме: 

( ) ( )1 1
i i iA q z B q z− −= +  , i i iy z= +  , i i iw x= + ,  (2.1.1) 
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где ( ) ( )1 1 1
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ARX-система дробного порядка с ошибками по всем переменным 

представлена на Рисунке 2.1. 

 

Рисунок 2.1 – ARX-система дробного порядка с ошибками по всем 

переменным 

 

Будем предполагать, что для параметров системы, сигналов, помех 

выполняются следующие условия: 

1. Множество 
~

, которому априорно принадлежат истинные значения 

параметров устойчивой динамической системы дробного порядка, является 

компактом. 

2. Случайные процессы  ,i  ,i  i  являются мартингал-разностями 

и удовлетворяют следующим условиям: 
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где −
)()()( ,,

iii FFF -алгебры, индуцированные семействами случайных 

величин   ciittt ti,t{t;TTt = ,,,,  – множество целых чисел}; 

 WWW ,,  – случайные величины с ограниченными математическими 

ожиданиями: ( ) ,WE  ( ) WE , ( ) WE . 

3. Последовательность значений ненаблюдаемой входной переменной 

}{ ix  статистически не зависит от последовательностей ошибки в уравнении 

 i  и ошибок в выходной и во входной переменных    ,i i   

соответственно. 
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и во входной переменных    ,i i   статистически не зависят между собой. 

5. Последовательности ошибок в выходной и во входной переменных 
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условиям: 

( ) ( ) ,
1

lim
1

lim
)()1(

)1()11(

1

)()(

1

)()(






=


→=


→
=



















=














 =







  H

hh

hh

E
NN rrr

r

N

i

Tii

N

N

i

Tii

N






 

( ) ( ) ,
1

lim
1

lim
)()1(

)1()11(

1

)()(

1

)()(

111

1







=


→=


→
=



















=














 =







  H

hh

hh

E
NN rrr

r

N

i

Tii

N

N

i

Tii

N






 

где 

T
i

j
ji

rj
i

j
ji

ji

jj 




















−








−= 

=
−−

=
−−

0
1

0
1

1)(
)1(,,)1(  , 

,)1(,,)1(
00

1)(
1

T
i

j
ji

rj
i

j
ji

ji

jj 


























−














−= 

=
−

=
−   

причем матрицы H , H  являются положительно определенными. 
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6. Входная переменная  ix  является случайной и удовлетворяет 

условию постоянного возбуждения:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

H
HH

HH

N xx
T

zx

zxzz
N

i

Ti
x

Ti
z

T
Ti

x

Ti
z

N
=








=







 






 
=→ 1

)()()()(1
lim  п.н., 

где 

,)1(,,)1(
0

1
0

1
1)(

T
i

j
ji

rj
i

j
ji

ji
z z

j
z

j 





















−








−= 

=
−−

=
−−    

,)1(,,)1(
00

1)(
1

T
i

j
ji

rj
i

j
ji

ji
x x

j
x

j 


























−














−= 

=
−

=
−   

причем матрица H  существует, ограничена и положительно определена. 

Необходимо определить оценки неизвестных коэффициентов ˆ ˆ,i ib a  

динамической системы, описываемой уравнениями (2.1), по наблюдаемым 

последовательностям    ,i iy w  при известных порядках r, r1, ,m m   . 

Критерий для оценивания параметров. 

Уравнения (2.1) могут быть записаны в форме линейной регрессии: 
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  , 



38 

 

1
( ) 1

0 0

( 1) , , ( 1) .

T
i i

ri j j
i j i j

j jj j



  − −

= =

   
 = − −   

      
   

Лемма 2.1. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание i  равно нулю 0)( = iE . 

Доказательство леммы 2.1. Из условия 2 следует, что 

последовательности  ,i  ,i  i  являются мартингал-разностями. Для 

мартингал-разностей математическое ожидание равно нулю: 

,0)( = iE  0)( = iE , ,0)( = iE  

тогда, используя предположение 3, можно показать 

( )

( ) ( )
1

( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 0 1 0

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) 0.

T i T i
i i i i i

rr i i
m mm j m j

i j i j

m j m j

E E b a E E

b E b E
j j

       

 
 − − − −

= = = =

= + − − = + −

   
− − − − =   

   
   

 

Лемма 2.2. Пусть выполняются условия 1-6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

2 2 2 2 2 ( ),T T Tb H b a H a H               = + + + = + + =  

где 
=→

 =
N

i
i

N N 0

22 ,
1

lim 2 2

0

1
lim

N

i
N

iN
 

→
=

=  ,





+  +
 
 = 
 
 

 1 1( ) ( )
0

.
0

r r r r
H

H
H

 

Доказательство леммы 2.2. По определению дисперсии 

( )( )
=→

 −=
N

i
ii

N
EE

N 1

22 ,
1

lim  

так как, согласно лемме 2.1, 0)( = iE , то 

 
( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 2 ( ) ( )

1 1

2 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
lim lim

1
lim 2

2 2 2 2 2 .

N N
T i T i

i i i
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i i
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N
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T
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i i i i i

E E b a
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b b a a a
N

a b b b a

  

    

    

     

       

         

→ →
= =

→
=

= = + − − =


= + + + − −




− − − − + 



 

  
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Используя лемму 1.1 [133, с.12, 134] для случайных процессов 

 i , i , i , а также условий 3–5, получаем, что 

( ) ( )2 2 ( ) ( ) ( ) ( )

1

2 2

1
lim

.

N T T
T i i T i i

i i
N

i

T T

b b a a
N

b H b a H a

   

   

     

 

→
=

 
+ + + = 

 

= + + +


 

Применяя лемму 2 [136, с. 13; 137] для случайных процессов 

 i , i , i , получаем, что  

( )( ) ( )

1

1
lim 2 2 2 0.

N
T i T i

i i i i
N

i

b b
N

      
→

=

− − + =  

Определим оценку ˆ( )N  неизвестных параметров   из условия 

минимума следующей целевой функции: 

( )
2

2 2
1

min .

T
N

i i

T
i

y

H
  

 

   =

−

+ +
                                     (2.3) 

Теорема 2.1. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.1) с начальными нулевыми условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка ˆ( )N , определяемая 

выражением (2.3), с вероятностью 1 при →N  существует, единственная 

и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

.

0

.
ˆ( ) .

N

п н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Для доказательства теоремы будем использовать следующие ранее 

известные леммы. 

Лемма 1 [136, с. 13; 137]. Пусть последовательность случайных величин 

 i  удовлетворяет условиям 2. Тогда  

0

. .1

N
0, 1

N
п н

i i n

i i

N n −
+ →

=

⎯⎯⎯→                                

и с вероятностью 1 
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0

2 21
lim ,

N

i
N

i iN
 

→
=

=                                           

где  2
  – средняя дисперсия, определяемая как 

( )
0

2 1 2lim ;
N

N
i i

N i  −

→
=

=   

2 ( )i  – текущая дисперсия; ( )2 2( ) .ii E =   

Лемма 2 [136, с. 13; 137]. Пусть 

0

1
0, ..., 1,0,1,...,

N
T

i i

i i

N c i −

=

= −  

где 
rc R , a  1i R  ,  ri R   – последовательности случайных величин и 

векторов соответственно, для  i  выполняется условие 2, а также  

выполняются следующие условия: 

a) 

0

. .
1

N

N П Н
T

i i

i i

N P−

→
=

⎯⎯⎯→ , где P  – положительно определенная матрица; 

б) }{ i   не зависит от i . 

Тогда 

0

. .
1

N
0

N П Н
T

i i

i i

N c −

→
=

⎯⎯⎯→ ,            rc R  . 

Доказательство теоремы 2.1. Представим среднее значение суммы 

квадратов невязки в следующем виде: 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2
1 ( ) ( ) ( ) ( )

1

2
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1

1 1
( )

,

N
T

N i i

i

N T T
i i i i

i i i z x

i

N T T T T
i i i i i i

i i z x z x

i

U y
N N

N z b a

N b a b a

 

 

  

     

       

=

−

=

−

=

= − =

 
= + + − + − + = 

 

 
= + + + − + − + 

 







  (2.4) 

где 0b , 0a  – истинные значения коэффициентов системы. 
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Введем новые переменные: 

.
~

,~,
~

000 −=−=−= aaabbb  

Запишем (2.4) с использованием новых переменных и раскроем скобки: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 3

1 1
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1
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 

  (2.5) 

Исследуем поведение каждого слагаемого 1  при N → . Применив 

лемму 1 [136, с. 12; 137] для слагаемого, получаем, что 

. .
2 2 2 2

1 N
,

П Н
T T Tb H b a H a H            

→
⎯⎯⎯→ + + + = + +  

применяя условие 3: 

( ) ( ) ( ) ( ) H
N

N

i

Ti
x

Ti
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Ti

x
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z

N
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





 






 
=

→
1

)()()()(1
lim  п.н., 

получим, что слагаемое 2  сходится с вероятностью 1: 

.
~~..

2 ⎯⎯ →⎯
→

HT
НП

N
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Рассмотрим поведение 3  на примере первых двух его слагаемых. 

Первые два слагаемых в сумме 3  в силу условий 2, 3, 4 удовлетворяют 

условиям леммы 2 [136, с. 13; 137], и, следовательно: 

( ) 0
~)(

1

1 ⎯⎯ →⎯
→
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Рассмотрим третье слагаемое 3 , преобразуем его в 

( ) ,
~1~

11

)()(1 bHb
N

bbN z

N

i

T
N

i

Ti
z

iT


==


−  =  

где 

( ) ,
1

lim

)()2()1(

)1()22()21(

)1()21()11(

1

)()(





















=







=







=


→
 

rr
z

r
z

r
z

r
zzz

r
zzz

N

i

Ti
z

i

N
z

hhh

hhh

hhh

N
H









 

,)1()1(
1

lim
1

0
1

0
1

0

)(
 
−

=
−−

=
−−

=→
 






















−








−=

N

i
ji

i

j

nj
ji

i

j

mj

N

mn
z z

jjN
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таким образом, (2.5) можно представить в виде r2 слагаемых, каждое из 

которых в силу предположений 2–3 по лемме 2 [136, с. 13; 137] сходится к 

нулю.  

Доказательство того, что и все остальные слагаемые в 3  сходятся к 

нулю с вероятностью 1 при ,N →  аналогично. 

Таким образом, получаем: 

. .

3 0,
п н

N


→
⎯⎯⎯→  

Выражение (2.4) сходится с вероятностью 1 к выражению 

2 21
( ) ( )T T

N N
U H H U

N
         

→
⎯⎯⎯→ + + +  .           (2.6) 

Покажем, что решение задачи 
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( )
( )

( )
( )

0

0

min
UU





   
=                                           (2.7)  

существует и достигается в единственной точке 0= , т. е. 

( )
( )

( )
( )

0

0

min
UU





   
= .                                            (2.8)  

Для этого вместе с критерием (2.7) рассмотрим функцию  

( ), ( ) ( ),V U    = −  

( ) min ( , ).
B

V V


  


=
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                                     (2.9) 

Запишем уравнение для ( ),V    более подробно 
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Продифференцировав функцию ( ),V    по   и приравнивая 

производные к нулю: 
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и тогда 

( )

2 2 2 2
0 0

1

0 0

( )

,

T

yy zx
T

T
zx ww

V H

H H H

H H
H H H

   





      


 



−

= + + − − −

− 
 −

− 
 

                    (2.11) 



44 

 

функция ( )V  на интервале ( )1, min +−  непрерывна,  

где min  – наименьшее обобщенное собственное число, то есть наименьший 

корень уравнения: 
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
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Функция ( )V  непрерывна на интервале ( )1, min +−  и имеет 

отрицательную производную  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
min( 1, , 1 ,TV H          = − + +  −  − +  

поэтому уравнение ( ) 0=V  имеет не более одного корня 1  на 

( )2
min,  − + .  

Подставив 1 1 =  в уравнение ( ) 0=V , можно убедиться, что 1 1 =  

является корнем уравнения единственным на этом интервале. Тогда из (2.10) 

непосредственно следует справедливость (2.8). 

Выражение (2.3) можно привести к виду 
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Введем новые вектор переменных ( ) =
T

1  и матрицу ( )−= Y . 

Запишем (2.13) с использованием новых обозначений: 

,
)(

min~





 NHT

TT

B
     ,

)(0

0
)(

22













 +
=






NH
NH     0 T

. 

Функция ( )NV   для конечной выборки объема N будет иметь вид: 

( ) ( ) ,
~

))(()( 122 YHYNYYNV TTTT
N −+−= −

  
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где 

( ) ( )
,

( ) ( )

T T
y y y w

T T
y w w w

N H N
H

N H N









   −  
 =
     −
 

  

и ( ) 0=NV  имеет свойства, аналогичные  

( ) .0=V                                                (2.14) 

Однако нахождение корня 0)( =NV  можно записать в следующей 

форме: ( )1 min
ˆ ( ) , ( )TN H N =    – минимальное обобщенное собственное 

число. Матрица положительно определена 0)(  NH , поэтому рассмотрим 

собственные числа матриц 
1( )T H N

−   и ( )
1

( )T H N

−
   : 

( )
( )

1
min 1

max

1
( ) .

( ) ( )

T

T

H N

N H N








−

−
  =

 
 

  

 

Известно [138], что 

( )

. .

1
1

max max

1

min

1 1 1

1( ) ( ) ( lim ) ( )

1
lim ( ) .

п н

N
T T

N

T

N

N N H N H N
N

H N
N

 



 



→−
−

→

−

→

⎯⎯⎯→ =
            

  
=    

  

 

Так как нахождение 















 −


→

)(
1

lim 1
min NH

N

T

N
 можно представить 

как определение корня уравнения ( ) 0=V , то 

. .

1 1

1 ˆ ( )
п н

N
N

N
 

→
⎯⎯⎯→ . 

Неизвестные параметры можно определить из решения системы 

линейных уравнений: 

.TH Y =                                          (2.15) 

Уравнение (2.15) аналогично уравнению (2.10), тогда, очевидно, 

получаем 
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. . 1

0N
1

1 1
0.

П Н yy yw
T

T
yw ww

H H H

H Y H
H H HN N






  

→

− 
 −  ⎯⎯⎯→ − =

− 
 

   (2.16) 

Из единственности решений (2.14), (2.15) и выражения (2.16) следует, 

что 

. .

0
ˆ( ) .

п н

N
N 

→
⎯⎯⎯→  

Замечание. Теорема доказана при нулевых начальных условиях.  Стоит 

отметить, что в общем случае для того, чтобы корректно инициализировать 

динамическую систему дробного порядка, необходимо знать все значения на 

интервале  ( , 1i − − , чтобы восстановить значения дробных разностей в  

0i =  [139]. Для реальных задач это невыполнимое условие.  

Можно показать, что теорема 2.1. будет верна при более слабом 

предположении: динамическая система имеет нулевые начальные условия в 

некоторый конечный момент времени 0
i N= − . Так как для конечного 

момента времени 0
i N= −  предположения 5 и 6 также будут выполняться: 

( ) ( )( )
0 0

(11) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) ( )

1 1
lim lim ,

r

N N
T T

i i i i

N N
i N i N r rr

h h

E H
N N

h h

 

    

 

   
→ →

=− =−

 
     

= = =     
     

 

 







( ) ( )( )
1

0 0
1 1 1

( 1)(11)

( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) ( )

1 1
lim lim ,

r

N N
T T

i i i i

N N
i N i N

r r r

h h

E H
N N

h h

 

    

 

   
→ →

=− =−

 
    

= = =    
      
 

 







 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( )1
lim

N T zz zxT T T T
i i i i

Tz x z x
N

i N zx xx

H H
H

H HN
   

→
=−

 
= = 
 
 

  п.н. 

Данное замечание может быть распространено на остальные 

теоремы, доказанные в этой главе. 

В [140] показано на примерах из области вязкоупругости, что можно 

придать физический смысл начальным условиям, выраженным через 

дробные производные, и что можно получить начальные значения для таких 

начальных условий с помощью соответствующих измерений или 
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наблюдений. Как доказывают авторы, многие задачи могут рассматриваться 

в предположении нулевых начальных условий. 

 

2.1.2 Идентификация линейных динамических систем дробного порядка 

при различных видах возмущений. Частные случаи 

Определим вид функций потерь для частных случаев.  

1. Идентификация параметров ARX-системы с ошибкой в выходной 

переменной  0i = . 

Пусть ARX-система дробного порядка с ошибкой в выходной 

переменной описывается следующими уравнениями: 

1

1 1

m m

r r

i m i m i i

m m

z b z a x
 

−

= =

=  +  +   , i i iy z .= +              (2.17) 

Уравнение невязки для (2.17) имеет вид 

( ) ,T T i
i i i i iy b      = − = + −    (2.18) 

где ( ) ( )( ) ( ) .

T
T T

i i
i y x  

 
=  
 

 

Лемма 2.3. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание невязки i  (2.18) равно нулю ( ) 0iE  = . 

Доказательство леммы 2.3. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.1. 

Лемма 2.4. Пусть выполняются условия 1–6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

( )2 2 2
1: .T

rb H b       = + + =    (2.19) 

Доказательство леммы 2.4. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.2. 

Определим оценку ˆ( )N  неизвестных параметров   из условия 

минимума следующей целевой функции: 
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( )
2

2 2
1:1 1: 1:

( )
min min .

( )

T
N

i i N
T

ri r r

y U

H 
  

  

    =

−
=

+ +
                  (2.20) 

Теорема 2.2. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.17) с нулевыми начальными условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка ˆ( )N , определяемая 

выражением (2.20), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

. .

0
ˆ( ) .

п н

N
N 

→
⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.2. Проводя доказательство аналогично 

теореме 2.1, получим, что 

1 1

2
1: 1:

1
( ) ( ).T T

N r r r r r rN
U H H U

N
       + + + +→

⎯⎯⎯→ + +          (2.21) 

Дальнейший ход доказательства для функции  

1 1

1 1

2
1: 1:

2
1:1: 1:

( )
min min

( )

T T
r r r r r r

T
rr r r r r r

H H U

H

 

 
 

     

   

+ + + +

+ + + +

+ +


+


 

совпадает с доказательством теоремы 2.1. 

2. Идентификация параметров ARX-системы с ошибкой во входной 

переменной  0=i . 

Пусть ARX-система дробного порядка с ошибкой во входной 

переменной описывается следующими уравнениями: 

1

1 1

m m

r r

i m i m i i

m m

z b z a x
 

−

= =

=  +  +   , i i iw x .= +    (2.22) 

Уравнение невязки для (2.22) имеет вид 

( ) ,T T i
i i i iy a     = − = −    (2.23) 

где ( ) ( )( ) ( ) ,

T
T T

i i
i z w  

 
=  
 
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Лемма 2.5. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание невязки i (2.19) равно нулю ( ) 0iE  = . 

Доказательство леммы 2.5. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.1. 

Лемма 2.6. Пусть выполняются условия 1–6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

( )2 2
1: .T

r r ra H a      + += + =                         (2.24) 

Доказательство леммы 2.6. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.2. 

Определим оценку )(ˆ N  неизвестных параметров   из условия 

минимума следующей целевой функции: 

( )
2

2
1 1: 1:

min

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H
 

 

  = + + + +

−

+
 .                          (2.25) 

Теорема 2.3. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.24) с нулевыми начальными условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка )(ˆ N , определяемая 

выражением (2.25), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

. .

0N
ˆ( ) .

П Н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.3. Проводя доказательства аналогично 

теореме 2.1, получим, что 

1 1

2
1: 1:

1
( ) ( ).T T

N r r r r r rN
U H H U

N
       + + + +→

⎯⎯⎯→ + +   (2.26) 

Дальнейший ход доказательства для функции  

1 1

1 1

2
1: 1:

2
1:1: 1:

( )
min min

( )

T T
r r r r r r

T
rr r r r r r

H H U

H

 

 
 

     

   

+ + + +

+ + + +

+ +


+


 

совпадает с доказательством теоремы 2.1. 
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3. Идентификация параметров авторегрессии с аддитивным шумом 

   ( )0 , 0i ix = = . 

Пусть авторегрессия дробного порядка с аддитивным шумом 

описывается следующими уравнениями: 

1

1

m

r

i m i i

m

z b z


−

=

=  +  ,  i i iy z= +  .                          (2.27) 

Уравнение невязки для (2.27) имеет вид 

( )( ) ( ).
T

i T i
i i y i iy b b     = − = + −                          (2.28) 

Лемма 2.7. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание невязки i (2.24) равно нулю 0)( = iE . 

Доказательство леммы 2.7. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.1. 

Лемма 2.8. Пусть выполняются условия 1–6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

( )2 2 2 .Tb H b b      = + + =    (2.29) 

Доказательство леммы 2.8. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.2. 

Определим оценку ˆ( )b N  неизвестных параметров b  из условия 

минимума следующей целевой функции: 

( )( )
2

2 2
1

( )
min min .

( )

T
i

i yN
N

Tb b
i

y b
U b

bb H b  



 =

 
− 

  =
+ +

                (2.30) 

Теорема 2.4. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.27) с нулевыми начальными условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка ˆ( )b N , определяемая 

выражением (2.30), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 
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. .

0N
ˆ( ) .

П Н

b N b
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.4. Проводя доказательства аналогично 

теореме 2.1, получим, что 

2 21
( ) ( ).T T

N N
U b Hb b H b U b

N
    

→
⎯⎯⎯→ + + +    (2.31) 

Дальнейший ход доказательства для функции  

2 2

2 2

( )
min min

( )

T T

Tb b

b Hb b H b U b

bb H b

  

  

 

 

+ + +


+ +


 

 

совпадает с доказательством теоремы 2.1. 

4. Идентификация параметров динамической системы дробного 

порядка при наличии возмущений по всем переменным  ( )0i = . 

Пусть динамическая система дробного порядка при наличии 

возмущений по всем переменным описывается следующими уравнениями; 

1

1 1

m m

r r

i m i m i

m m

z b z a x
 

−

= =

=  +   , i i iy z= +  , i i iw x= + .       (2.32) 

Уравнение невязки для (2.32) имеет вид 

( ) ( ).T T i T i
i i i iy b a      = − = − −    (2.33) 

Лемма 2.9. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание невязки i  равно нулю 0)( = iE . 

Доказательство леммы 2.9. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2.1. 

Лемма 2.10. Пусть выполняются условия 1–6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

( )2 2 .T H       = + =    (2.34) 

Доказательство леммы 2.10. Доказательство аналогично 

доказательству леммы 2.2. 



52 

 

Определим оценку ˆ( )N  неизвестных параметров   из условия 

минимума следующей целевой функции: 

( )
2

2
1

( )
min min .

( )

T
N

i i N
T

i

y U

H 
 

  

    
=

−
=

+
 

   (2.35) 

Теорема 2.5. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.32) с нулевыми начальными условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка )(ˆ N , определяемая 

выражением (2.35), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

. .

0N
ˆ( ) .

П Н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.5. Проводя доказательства аналогично 

теореме 2.1, получим, что 

21
( ) ( ).T T

N N
U H H U

N
       

→
⎯⎯⎯→ + +              (2.36) 

Дальнейший ход доказательства для функции  

2

2

( )
min min

( )

T T

T

H H U

H

 

 
 

     

   

+ +


+


 

совпадает с доказательством теоремы 2.1. 

5. Идентификация параметров динамической системы с ошибкой в 

выходной переменной  0i = , 0i = . 

Пусть динамическая система дробного порядка с ошибкой в выходной 

переменной, описывается следующими уравнениями: 

1

1 1

m m

r r

i m i m i

m m

z b z a x
 

−

= =

=  +   , i i iy z= +                   (2.37) 

Уравнение невязки для (2.37) имеет вид 

( ) ,T T i
i i i iy b     = − = −     (2.38) 
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где ( ) ( )( ) ( ) .

T
T T

i i
i y x  

 
=  
 

 

Лемма 2.11. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание невязки i  (2.38) равно нулю 0)( = iE . 

Доказательство леммы 2.11. Доказательство аналогично 

доказательству леммы 2.1. 

Лемма 2.12. Пусть выполняются условия 1–6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

( )2 2
1: .T

rb H b     = + =    (2.39) 

Доказательство леммы 2.12. Доказательство аналогично 

доказательству леммы 2.2. 

Определим оценку )(ˆ N  неизвестных параметров   из условия 

минимума следующей целевой функции: 

( )
2

2
1:1 1: 1:

( )
min min .

( )

T
N

i i N
T

ri r r

y U

H 
 

  

   =

−
=

+
     (2.40) 

Теорема 2.6. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.37) с нулевыми начальными условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка )(ˆ N , определяемая 

выражением (2.40), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

. .

0N
ˆ( ) .

П Н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.6. Проводя доказательства аналогично 

теореме 2.1, получим, что 

2
1: 1:

1
( ) ( ).T T

N r rN
U H H U

N
       

→
⎯⎯⎯→ + +   (2.41) 

Дальнейший ход доказательства для функции  

2 2
1: 1:

2
1:1: 1:

( )
min min

( )

T T
r r

T
rr r

H H U

H

  

 
 

      

   

+ + +


+


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совпадает с доказательством теоремы 2.1. 

6. Идентификация параметров динамической системы при наличии 

ошибок во входной переменной  ( )0, 0i i = = . 

Пусть система дробного порядка с ошибкой во входной переменной 

описывается следующими уравнениями: 

1

1 1

m m

r r

i m i m i i

m m

z b z a x
 

−

= =

=  +  +   , i i iw x .= +    (2.42) 

Уравнение невязки для (2.42) имеет вид 

( ) ,T T i
i i iy a    = − =    (2.43) 

где ( ) ( )( ) ( ) .

T
T T

i i
i z w  

 
=  
 

 

Лемма 2.13. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое 

ожидание невязки i (2.42) равно нулю 0)( = iE . 

Доказательство леммы 2.13. Доказательство аналогично 

доказательству леммы 2.1. 

Лемма 2.14. Пусть выполняются условия 1–6, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

( )2
1: .T

r r ra H a    + += =    (2.44) 

Доказательство леммы 2.14. Доказательство аналогично 

доказательству леммы 2.2. 

Определим оценку ˆ( )N  неизвестных параметров   из условия 

минимума следующей целевой функции: 

( )

1 1

2

1 1: 1:

min

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H


 

 = + + + +

−

      (2.45) 

Теорема 2.7. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.42) с нулевыми начальными условиями и 

выполняются предположения 1–6. Тогда оценка )(ˆ N , определяемая 

выражением (2.45), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 
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. .

0N
ˆ( ) .

П Н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.7. Проводя доказательства аналогично 

теореме 2.1, получим, что 

1 11: 1:

1
( ) ( ).T T

N r r r r r rN
U H H U

N
     + + + +→

⎯⎯⎯→ +    (2.46) 

Дальнейший ход доказательства для функции:  

1 1

11 1

1: 1:

1:1: 1:

( )
min min

( )

T T
r r r r r r

T
r r rr r r r r r

H H U

H



 


    

  

+ + + +

+ ++ + + +

+



 

совпадает с доказательством теоремы 2.1. В Таблице 2.1 представлены 

целевые функции для всех рассмотренных выше случаев возмущений. 

Таблица 2.1 – Целевые функции для различных случаев возмущений 

Параметризация динамической системы по виду 

возмущения 

Целевая функция 

ARX-система с возмущениями по всем 

переменным 

( )
2

2 2
1

T
N

i i

T
i

y

H  

 

   =

−

+ +
  

 ARX-система с возмущением в выходной 

переменной  0i
 =  

( )
2

2 2
1 1: 1:

T
N

i i

T
i r r

y

H  

 

   =

−

+ +
  

ARX-система с возмущением во входной 

переменной  0i
 =  

( )

1 1

2

2
1 1: 1:

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H 

 

  = + + + +

−

+
  

Авторегрессия с аддитивным шумом  0i
 = , 

 0i
x =  

( )
2

2 2
1

T
N

i i

T
i

y a

a H a  



 =

−

+ +
  

Динамическая система с возмущениями во 

входных и выходных переменных  0i
 = . 

( )
2

2
1

T
N

i i

T
i

y

H 

 

  =

−

+
  

Динамическая система с возмущением в 

выходной переменной  0i
 = ,  0i

 = . 
( )

2

2
1 1: 1:

min

T
N

i i

T
i r r

y

H
 

 

  =

−

+
  

Динамическая система с возмущением во 

входной переменной  0i
 = ,  0i

 = . 
( )

1 1

2

1 1: 1:

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H

 

 = + + + +

−

  
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2.1.3 Идентификация линейных ARX-систем дробного порядка 

с возмущениями по всем переменным и их частных случаев 

при гомоскедастических возмущениях 

Полученный критерий (2.3) требует знания мгновенных дисперсий 

помех в каждом наблюдении, что является довольно ограничительным 

условием. Для многих практических задач дисперсию помех можно считать 

постоянной. Рассмотрим идентификацию модели при условии, что 

последовательности возмущений{ }
i
 ,{ }

i
  имеют постоянную дисперсию. 

Будем полагать, что вместо условия 3 выполнено следующее условие: 

7. Случайные процессы  ,i  ,i  i  являются мартингал-разностями 

и удовлетворяют следующим условиям: 

( ) ,0/ )(
1 = +

i
i FE  ( ) ,0/

)(
1 = +

i
i FE  ( ) 0/

)(
1 = +

i
i FE  п.н., 

( ) 0/ )(2
1 = +

i
i FE , ( ) 0/ 2)(2

1 = +
i

i FE , ( ) 0/ 2)(2
1 = +

i
i FE  п.н. 

8. Априорно известны отношения 2

2









= , 2

2









= , 

2

2









= . 

Оценки )(ˆ N  неизвестных параметров   могут быть определены из 

критерия 

( )
2

1

min ,
1

T
N

i i

T
i

y

H
 

 

  
=

−

+ +
                              (2.47) 

где 
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Теорема 2.8. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.1) с начальными нулевыми условиями и 

выполняются предположения 1, 3, 4–8. Тогда оценка )(ˆ N , определяемая 

выражением (2.47), с вероятностью 1 при →N  существует, единственная 

и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 
. .

0
ˆ( ) .

п н

N
N 

→
⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2.1. 

Таблица 2.2 – Целевые функции для различных случаев возмущений 

Параметризация динамической системы  

по виду шума 
Целевая функция 

ARX-система с возмущениями по всем 

переменным 

( )
2

11

T
N

i i

T
i

y

H 

 

  =

−

+ +
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ARX-система с возмущением в выходной 

переменной  0i
 =  

( )
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1 1: 1:1

T
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i i

T T
i r r

y

H 

 

  =

−

+ +
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 ARX-система с возмущением во входной 

переменной  0i
 =  

( )
2

1 1: 1:1

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H 

 
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−

+
  

Авторегрессия с аддитивным шумом  0i
 = , 

 0i
x =  
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11

T
N

i i

T
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b H b 



=
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  

Динамическая система с возмущениями во 

входных и выходных переменных  0i
 =  
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1 1
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 

 =

−

+
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T
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Таким образом, в случае стационарных независимых помех для 

получения сильно состоятельных оценок параметров достаточно знания 

отношений дисперсий помех. Из теоремы 2.8 можно получить критерии для 

состоятельного оценивания параметров для различных частных случаев, 

представленных в Таблице 2.2. 

 

2.1.4 Идентификация FAR (Fractional differencing autoregressive) 

с помехой наблюдения в выходном сигнале 

В отличие от динамических систем целого порядка, для динамических 

систем с разностями дробного порядка не существует точной эквивалентной 

формы, выраженной только с помощью оператора запаздывания 1q−
. Это 

связано с тем, что дробная разность ( )11 q


−−  выражается через запаздывания 

1q−
 только в виде бесконечного ряда. В теории временных рядов популярны 

модели ARIMA и ее дробная модификация FARIMA, однако идентификация 

коэффициентов скользящего среднего сопряжена с вычислительными 

трудностями. Поэтому модели ARIMA часто заменяют авторегрессиями 

высокого порядка с аддитивным шумом. Далее предложен метод 

идентификации FAR-моделей с аддитивным шумом. 

Постановка задачи. Динамическая система описывается линейными 

стохастическими уравнениями с разностями дробного порядка: 

1
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9. Для помехи  i  выполнены условия: 
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причем матрица H  положительно определена. 

10. Выходной сигнал iz  является случайным и удовлетворяет условию 

постоянного возбуждения 

( ) H
N
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N
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)()(1
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причем H  существует, ограничена и положительно определена. 

Необходимо оценить неизвестные коэффициенты динамической 

системы, описываемой уравнением (2.48) по наблюдениям iy  при известных 

порядках r,   .  

Критерий для оценивания параметров. Представим уравнение (2.48) в 

виде линейной регрессии: 

,T
i i iy b   = +                                                 (2.49) 
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Лемма 2.15. Пусть выполнены предположения 1–3, тогда 0)( = iE . 

Доказательство леммы 2.15. Доказательство аналогично лемме 2.1. 

Лемма 2.16. Пусть выполнены предположения 1, 3–5, 7–10 тогда 

дисперсия обобщенной ошибки равна 

2 2( (0) 2 ).Th b H b h b       = + + −   

По определению дисперсии 
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EE

N 1

22 ,
1

lim  

так как 0)( = iE , то  
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2
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1 1
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1
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E E b
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  
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         
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= =
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=

= =  + − =


=  + + −  − +  

 

 

 . 

 

Применяя лемму 1.1 [136, с. 12; 137] для i , i  и предположения 3–5 

получим 

( )2 2 ( ) ( ) 2

1

1
lim ( (0) 2 ).

N T
T i i T

i i
N

i

b b h b H b h b
N


          

→
=

 
+  + = + + − 

 
   

Будем искать оценки )(ˆ Nb  коэффициентов b  из условия минимума 

следующего критерия: 

( )
2

1

min .
(0) 2

TN
i i

Tb
i

y b

h b H b h b



   



=

 −

+ + −
 

                            (2.50) 

Теорема 2.9. Пусть некоторый случайный процесс { , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  

описывается уравнением (2.48) с начальными нулевыми условиями и 

выполняются предположения 1, 3–5, 7–10. Тогда оценка )(ˆ Nb , определяемая 

выражением (2.50), с вероятностью 1 при →N  существует, 

единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

.)(ˆ 0

..

N
bNb

НП

⎯⎯ →⎯
→
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Доказательство теоремы 2.9. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

Результаты теоремы 2.9 могут быть обобщены на случай 

альтернативной формы ARX-системы дробного порядка с ошибками по всем 

переменным. 

Пусть ARX-системы дробного порядка с ошибками по всем 

переменным описываются уравнениями: 

,
rr

i m i m m i m i
m m

z b z a x − −
= =

 
 − = + 

 
 

1

1 0
i i iy z= +  , i i iw x= + .   (2.51) 

Будем определять оценки ARX-модели из условия минимума целевой 

функции 

( )
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1
1:

min .
(0) 2
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i i

T
i
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y

h H h





   

 
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 

                        (2.52) 

Здесь 
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( ) , , ,
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T
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H
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I






 
=  
 
 

. 

Теорема 2.10. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.51) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 1, 3–5, 7–10. Тогда оценка ˆ( )N , 

определяемая выражением (2.52), с вероятностью 1 при →N  

существует, единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 

. .

0N
ˆ( ) .

п н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.10. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

Результаты теорем 2.9 и 2.10 могут быть распространены на более 

общие дробные операторы. Одно из обобщений разности дробного порядка 
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можно сделать на основе полиномов Гегенбауэра. Обобщенная разность 

будет иметь вид 

( )1 2

0

1 2 ( )
i

i i j i j

j

z q q z С z
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  +  − +
  1   и 1/ 2   или 1 =  и 1/ 4  . 

Коэффициенты ( )jС   могут быть определены из рекуррентных 

соотношений: 
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1 2
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1 1
( ) 2 1 ( ) 2 1 ( ).j j j
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j j
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

=

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    

 

Пусть GAR (Gegenbauer autoregressive) с помехой наблюдения в 

выходном сигнале и ARX-системы дробного порядка с ошибками по всем 

переменным описываются следующими линейными стохастическими 

уравнениями с обобщенными разностями дробного порядка соответственно: 

1

,
r

i m i m i

m

z b z
 −

=

 
 − = 

 
   ,i i iy z = +                      (2.53) 

,
rr

i m i m m i m i
m m

z b z a x
 − −

= =

 
 − = + 

 
 

1

1 0
i i iy z= +  , i i iw x= + .  (2.54) 

Легко показать, что целевые функции для моделей (2.47) и (2.48) будут 

иметь вид аналогичный (2.50) (2.52). При схожих ограничениях на сигнал и 

помеху можно доказать теоремы аналогичные теоремам 2.9 и 2.10. 
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2.2 Идентификация линейных дискретных динамических систем 

дробного порядка при наличии коррелированных возмущений  

по всем переменным 

 

2.2.1 Идентификация линейных ARX-систем дробного порядка 

с коррелированными ошибками по всем переменным 

Рассмотрена идентификация динамических систем дробного порядка с 

коррелированными помехами. 

11. Случайные последовательности  i , i , i  имеют нулевое 

математическое ожидание  

  0,iE  =    0,iE  =   0,
i

E  =  

постоянную ограниченную дисперсию 

( )2 2

iE  =  , ( )2 2 ,iE  =   ( )2 2

iE  =  , 

и удовлетворяют условиям: 
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где ( )h g
 , ( )h g

  – автокорреляционные функции. 

12. Помехи { }
i
 , { }

i
  взаимнокоррелированы между собой: 
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i i g N
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h g
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
, 0, ,g =   

где ( )h g
 – взаимная корреляционная функция;  

Оценки параметров могут быть найдены из условия минимума критерия: 

( )
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2 2
1 1:
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T
i r
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H h
=   
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   (2.55) 

где 
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Теорема 2.11. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.1) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 1 , 4–6, 11–12. Тогда оценки ( )ˆ N , 

определяемые выражением (2.55), с вероятностью 1 при N →  

существуют, единственные и являются сильно состоятельными 

оценками, т. е.  

. .

0
ˆ ˆ( ) .

п н

N
N

→
 ⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.11. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

В общем случае для получения состоятельных оценок необходимо 

знать все значения автокорреляционных и взаимнокорреляционных функций 

для каждого момента наблюдения. Данное требование является 

невыполнимым на практике. Поэтому рассмотрим идентификацию 

динамических систем дробного порядка для некоторых классов 

коррелированных помех. 
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2.2.2 Идентификация линейных ARX-систем дробного порядка с дробно-

дифференцированным белым шумом по всем переменным 

Во многих практических приложениях помеха наблюдения является 

коррелированной, как, например, 1/f шум. Низкочастотный 1/f шум 

встречается на всех уровнях организации природы [141]. В работе [142] 

показано, что дробная производная тесно связана со спектром фликкер-шума. 

Таким образом, для моделирования дискретного аналога 1/f шума возможно 

использовать разность дробного порядка. Ввиду широкого распространения 

1/f шума в природе разработка методов идентификации при наличии такого 

шума является актуальной задачей. 

Постановка задачи. Рассматривается модель стационарной устойчивой 

ARX-системы дробного порядка с ошибками по всем переменным в виде 

дробного белого шума:  
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=  +  +   , ,i i iy z = +  .i i iw x = +   (2.56) 

Лемма 2.15. Пусть выполняются условия 1–3, тогда средняя дисперсия 

обобщенной ошибки равна 
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Доказательство леммы 2.15. По определению средней дисперсии 
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Используя лемму 1 [81, с. 13; 83] для случайного процесса i , а также 

условия 3, 4, получаем, что 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )lim
N

T
T i i T i

i i i
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i

E b b b
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2 2
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rh H h           + += + + −2 0
12 . 

Применяя лемму 2 [136, с. 13; 137] для случайных процессов, получаем 
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Таким образом лемма 2.15 доказана. 

Определим оценку ˆ( )N  неизвестных параметров   из условия минимума 

целевой функции: 
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, :

min .

TN
i i

T T
i r

y

h H h
      

 

   = + +

−

+ + −


2

0
1 12

                  (2.57) 

Теорема 2.12. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнениями (2.56) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 1, 2, 4–8, тогда оценки ( )ˆ N , 

определяемые выражением (2.57), с вероятностью 1 при N → , 

существуют, единственные и являются сильно состоятельными 

оценками, т. е. 
. .

0N
ˆ ˆ( ) .

П Н

N
→

 ⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.12. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

В Таблице 2.3 приведены критерии для частных случаев системы 

(2.56), если помехи являются дробными белыми шумами. Доказательство 

состоятельности оценок проводится аналогично теореме 2.1. 
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Таблица 2.3 – Целевые функции для различных случаев возмущений 

Параметризация динамической системы 

по виду возмущений 
Целевая функция 

 ARX-система с возмущениями по всем 

переменным  

( )
( )

, :

TN
i i

T T
i r

y

h H h      

 

   = + +

−

+ + −


2

0
1 12

 

ARX-система с возмущением в выходной 

переменной  0i
 =  

( )
( )

: : :

TN
i i

T T
i r r r

y

h H h    

 

   = +

−

+ + −


2

0
1 1 1 12

 

ARX-система с ошибкой во входной 

переменной  0i
 =  

( )
2

1 1: 1:1

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H 

 

  = + + + +

−

+
  

Авторегрессия с аддитивным шумом 

 0i
 = ,  0i

x =  

( )
2

(0)
1 2

T
N

i i

T T
i

y b

h b H b h b   



= +

−

+ + −
  

Динамическая система с возмущениями 

во входных и выходных переменных 

 0i
 =  

( )
( )

, :

TN
i i

T T
i r

y

h H h     

 

  = + +

−

+ −


2

0
1 12

 

Динамической система с возмущением 

в выходной переменной (модель 

выходной ошибки)  0i
 = ,  0i

 =  

( )
( )

: : :

TN
i i

T T
i r r r

y

h H h   

 

  = +

−

+ −


2

0
1 1 1 12

 

Динамической системы с возмущением 

во входной переменной  0i
 = ,  0i

 =  

( )
2

1 1: 1:

T
N

i i

T
i r r r r r r

z

H 

 

  = + + + +

−

  

 

2.2.3 Идентификация FARARX (Fractional differencing autoregressive 

with autoregressive exogenous input) системы 

На базе описанных выше методов разработан многошаговый метод 

идентификации FARARX-системы с ошибками во входных и выходных 

сигналах, представленной на Рисунке 2.2. 
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Рисунок 2.2 – FARARX-система дробного порядка с ошибками в переменных 

Пусть стохастическая динамическая система описывается 

уравнениями: 

1

1 0

,

rr

i m i m m i m i

m m

z b z a x
− −

= =

 
+ = +  

 
   

,iii zy += ,iii xw +=
2

1

.

r

i m i m i

m

c  −

=

= +   (2.58) 

Разработана трехшаговая процедура оценивания параметров. На 

первом шаге для оценивания параметров расширенной модели используется 

критерий (2.52).  

Шаг 1. Умножим обе части уравнения на −C q 1( ) , тогда модель примет 

вид:  

( ) ( )


− − −− = +
i i i

q B q z A q x1 1 11 ( ) ( ) , = +
i i i

y z , = +
i i i

w x ,  

где  

− − −=A q A q C q1 1 1( ) ( ) ( ), 1 1 1( ) ( ) ( )B q B q C q− − −=  ,  

( )1

1

1
r

m
m

m

B q b q− −

=

= + , ( )
1

1

0

r
m

m

m

A q a q− −

=

=  , ( )
2

1

1

1

r
m

m

m

C q c q− −

=

= + . 

Запишем модель во временной области  

 
+ +

− −
= =

 
 + = + 

 
 
r r r r

m m

i i m i m i
m m

z b z a x
2 1 2

( ) ( )

0 0
1 0

, = +
i i i

y z , = +
i i i

w x .   (2.59) 
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Будем определять оценки расширенной ARX-модели из условия 

минимума критерия взвешенных наименьших квадратов: 

( )
2

1
1:

min .
(0) 2

T
N

i i

T
i

r

y

h H h





   

 

   =

 −

+ + −
 

                 (2.60) 

Здесь  

( )
2 21 1, , , , ,

T

r r r rb b a a + +=   

( ) ( )( ) ( ) ,

T
T T

i i
i y x  

 
=  
 

( )
1

( ) , , ,
Ti

x i i rx x −=  ( )
2

( )
1, , ,

T
i

y i j i j r ry y  − − − − −=    

0
,

0 r

H
H

I






 
=  
 
 

( ) ( )

,

( ) ( ))

h h r r

H

h r r h

 



 

 + −
 

=  
 
 + − −
 

2

2

0 1

1 1 0







 

( )2(1), , ( ) ,h h h r r  = +  ( ) lim .
N

N
j

N j
h m

j m jN N


 −

→
=

   −
=   

+  


1

0

1
 

Шаг 2. На втором шаге на основе оценок ̂  расширенной ARX-модели 

определяются оценки коэффициентов модели ̂ .  

Очевидно, что для истинных значений коэффициентов выполняется 

следующее равенство:  

− − − −− =A q B q A q B q1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0.    (2.61) 

Уравнение (2.56) можно представить в матричной форме: 



 
=  

 

TS
1

0,      (2.62) 

где S   – матрица Сильвестра: 

+

+

+

+

+

 
 
 
 
 
 
 =
− − 
 

− − −
 
 
 
 − − −
 

r r

r r

r r

r r

r r

a a a

a a a

a a a
S

b

b b

b b

1 2

1 2

1 2

2

2

0 1

0 1

0 1

1

1

1

0 0

0 0

0 0
.

1 0 0

0 1 0

0 0 1
















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Представим матрицу TS  в виде составной матрицы ( )=TS s S , тогда 

можно записать: 

+ =s S 0.      (2.63) 

Тогда оценки вектора параметров ̂  могут быть получены из (15) с 

помощью метода наименьших квадратов:  

( )
−

= TS S Ss
1ˆ ˆ ˆˆ ˆ.     (2.64) 

Шаг 3. На третьем шаге определяются оценки коэффициентов шума ĉ . 

В матричной форме полиномы −A q 1( ), −B q 1( )могут быть представлены в 

виде: 



 
=  

 

Gc
1

,      (2.65) 

где 

( )=
T

rc ̔ ̔
2

11 , , ,   

 
 
 

=  
 
 
 

r r

r r

r r

b b a a

b b a a
G

b b a a

1

1

1

1 0

1 0

1 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
.

0 0 1 0 0









 

 

Используя оценки коэффициентов расширенной ARX-модели, 

полученные на первом этапе, и оценки коэффициентов модели ̂ , найдем 

оценки коэффициентов ̂̔ с помощью метода наименьших квадратов: 

( )


−  
 =
 
 

 T̔ & & &
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ .ˆ     (2.66) 
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2.3 Рекуррентная идентификация линейных динамических систем 

дробного порядка при различных видах возмущений 

 

В данном пункте рассматриваются рекуррентные методы типа 

стохастической аппроксимации, минимизирующие рассмотренные выше 

критерии. Доказывается состоятельность получаемых с помощью 

рекуррентной модификации методов. 

Рекуррентная оценка ( )ˆ i  может быть определена с помощью 

градиентного метода:  

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )

2
T

i i

i T

ˆy i
ˆ ˆi 1 i .

ˆ ˆ1 i H i i


 

 
  

  

 
− 

+ = −   + + 
 

   (2.67) 

Теорема 2.13. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.1) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются условия 1, 2, 4–7. Стягивающий множитель и 

помехи удовлетворяют следующим предположениям: 

13. i

i




=

= 
0

и l
i

i




=

 
0

 при .l 1  14. i i

i

 


=

 
1

 п.н. 

Тогда оценки ˆ( )i , определяемые выражением (2.67), с вероятностью 

1 при →i  существуют, единственные и являются сильно состоятельными 

оценками, т. е.  

. .
ˆ ˆ( ) .

п н

i
i

→
 ⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.13. Анализ произведен на основе метода 

непрерывных моделей. Применение метода непрерывных моделей 

осуществляется в два этапа: 

1. Построение непрерывной модели. 

2. Исследование свойств непрерывной модели. 

В данном случае асимптотическая непрерывная детерминированная 

модель уравнения (2.67) имеет вид: 

( ).J = −     (2.68) 
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Здесь точка означает производную от параметров по времени. Связь 

между обыкновенным дифференциальным уравнением (2.68) и уравнением 

(2.67) устанавливается посредством фиктивного времени 
k

k i

i

t 
−

=

=
1

0

  [88, с. 89]. 

Выберем функцию Ляпунова равной целевой функции 

( ) ( )V J = , 

так как производная от функции Ляпунова имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )TV V J J    = = − 
2

2
 , 

где • −
2

евклидова норма вектора, то множество  ( ) :V  = = 0  состоит 

из стационарных точек целевой функции ( )J  [143, с. 143]. 

Для перехода от (2.67) к непрерывной модели необходимо показать, 

что для { }i , { }i , { }i  и }{ i  выполняется равенство [144, с.144]: 

( )( )
( , )

ˆlim limsup , , , ,
k n T

i i i i i
T n i n

i
T

     
→ → =

=
0

2

1
0    (2.69) 

где для ,T  0  ( , ) max : ,
k

i

i n

k n T k T
=

 
=  

 
  

( )( ) ( ) ( )ˆˆ ˆ ˆ, , , ( ) ( ) ( )T T i T i
i i i i i i i ii y i b i a i           + += − = + − −1 1 . 

Для выполнения равенства (2.69) необходимо ограниченность 

последовательности ( ) ˆ i , что подразумевает ограниченность роста 

функции ( )J 
2
 при . →  В нашем случае 

( )lim J



→

 =
2

0 . 

Значит, последовательность ( ) ˆ i ограничена. 

Из условия 14 и ограниченности последовательности ( ) ˆ i  следует 

ограниченность суммы 

( )( )ˆ , , ,i i i i

i

i    


=

 
0

, 
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откуда следует выполнение (2.69). 

Из теорем, приведенных в [89, c. 12, 292], следует, что при 1–6 и (2.69) 

последовательность ( ) ˆ i  ограничена и при ,i →  ( ) ˆ i  стремится к 

точкам множества ( ) :B V = = 0 . 

Покажем, что множество   состоит из одной единственной точки 0 . 

Введем вспомогательную функцию 

( )
T

T

u Hu
J u

u H u

 = , 

где  

( ), ,
T

r ru u u + +=
11 1 , ( )lim

i T
i i

i i

y
H E y 

→

  −
= −  

    

, 

( )

( )

H H

H

  

  



 

 
 
 

= +
 
 

+ 
 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. 

Минимумы функций  

( ) ( ) minmin min ,
u

J J u


 = =     (2.70) 

где min  – минимальное обобщенное собственное, т. е. min  – наименьший 

корень уравнения 

det( ) .H H− = 0  

Пусть обобщенные собственные числа min maxr r   + +=   =
11 1  и 

, , r ru u + +11 1  – соответствующие им главные собственные векторы. Тогда k , 

где ,k r r= + +11 1 , являются стационарными значениями функции ( )J u , 

которые достигаются при u , равных , , r ru u + +11 1  соответственно.  

Следовательно, стационарные значения функции  ( )J ; ( ) 0=J  

достигаются в точках  
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( )( )( )

( )
,..., ,...,

T
r r

u u
u

 + +
= 1 12

1 1 11
1

1 ( )( )( )

( )
,...,

T
r r

r r r r r r

r r

u u
u

 + +
+ + + + + +

+ +

= 1

1 1 1

1

12
1 1 11

1

1
. 

Покажем, что ( )J  2 0  достигается лишь в одной стационарной 

точке  = 0 . 

Задача определения минимума функции ( )J u  эквивалентна задаче на 

условный экстремум  

min T

T

u Hu

u H u = 1
.    (2.71) 

Исследуем матрицу H H−  на положительную определенность. Из 

(2.71) следует, что  

( ) ( )H H 1 1 , 

где ( )H1 , ( )H1  – минимальные собственные числа матриц H  и H  

соответственно. 

Применяя теорему Штурма [145]: 

( ) ( )H H 1 2 , 

и тогда  

( ) ( )H H 1 2 .                                           (2.72) 

Из (2.72) следует, что матрица H H−  неотрицательно определена 

лишь при min =  и (2.71) выполняется в =1 , т. е. для всех min   

матрица H H−  имеет отрицательные собственные значения, откуда 

непосредственно следует справедливость утверждения теоремы 2.13.  

Основная особенность алгоритма, позволяющая обосновать 

глобальную сходимость простого стохастически градиентного алгоритма, 

состоит в том, что функция потерь является ограниченной и снизу, и сверху, 

а также тот факт, что среди всех стационарных точек функции ( )J  лишь 

точка 0  – точка минимума, а все остальные являются седловыми точками и 

одна – точкой максимума (см. Таблицу 2.4). 
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Таблица 2.4 – Рекуррентные алгоритмы идентификации для различных 

случаев возмущений 

Параметризация 

динамической 

системы по виду 

возмущений 

Целевая функция 

ARX-системы 

с возмущениями 

по всем переменным  

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )

2
T

i i

i T

ˆy i
ˆ ˆi 1 i

ˆ ˆ1 i H i i


 

 
  

  

 
− 

+ = −   + + 
 

 

ARX-системы 

с возмущением 

в выходном сигнале 

 0i
 =  

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2

ˆ
ˆ ˆ1

ˆ ˆ1

T
i

i

i T

y i
i i

a i H a i


 

 
−   

 + =  −   
+  +

 
 

 

ARX-системы 

с возмущением 

во входном сигнале 

 0i
 =  

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2

ˆ
ˆ ˆ1

ˆ ˆ1

T
i

i

i T

z i
i i

b i H b i


 

 
−   

 + =  −   
+  

 

 

Авторегрессии 

с помехой в выходном 

сигнале  0i
 = , 

 0i
x =  

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2

ˆ
ˆ ˆ1

ˆ ˆ1

T
i

i

i a T

y a i
a i a i

a i H a i
 

 
−  

+ = −   
+  +

 
 

 

Динамические 

системы 

с возмущениями 

во входных и 

выходных сигналах 

 0i
 =  

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

ˆ
ˆ ˆ1

ˆ ˆˆ ˆ1

T
i

i

i T T

y i
i i

a i H a i b i H b i


  

 
−   

 + =  −   
+ +  

 

 

Динамические 

системы 

с возмущением 

в выходном сигнале 

(модель выходной 

ошибки)  0i
 = , 

 0i
 =  

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2

ˆ
ˆ ˆ1

ˆ ˆ1

T
i

i

i T

y i
i i

a i H a i




 
−   

 + =  −   
+

 
 

 

Динамические 

системы 

с возмущением 

во входном сигнале 

 0i
 = ,  0i

 =  

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2

ˆ
ˆ ˆ1

ˆ ˆ

T
i

i

i T

z i
i i

b i H b i




 
−   

 + =  −   
 
 
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2.3.1 Рекуррентная идентификация линейных динамических систем 

дробного порядка с комплексными коэффициентами и сигналами 

при различных видах возмущений 

Во многих практических приложениях, например в задачах цифровой 

обработке сигналов, используется представление сигналов в виде 

комплексных чисел. Рассмотрим идентификацию систем дробного порядка с 

комплексными коэффициентами и сигналами. 

Пусть ARX-система описывается уравнениями (2.1). Будем полагать, 

что коэффициенты уравнения, входные и выходные переменные и шумы 

комплексные: 

(Re) (Im),m m mb b jb= + (Re) (Im),m m ma a ja= + 1,j = −  

( ) ( )Re Im ,
i i i

y y j y= + ( ) ( )Re Im ,i i iz z j z= +  

( ) ( )Re Im ,i i iw w j w= + ( ) ( )Re Imi i ix x j x= + , 

( ) ( )Re Im ,i i ij  = + ( ) ( )Re Imi i ij  = + . 

Пусть выполняются следующие условия: 

15. Комплексные значения ошибок { }
i
 , { }

i
  не коррелируют с 

комплексными значениями сигналов { }iz , { }ix  и между собой: 

( ) 0,i iE z  = ( ) 0,i iE x  = ( ) 0,i iE z  = ( ) 0,i iE x  = ( ) 0,i iE    =  

где iz , ix  – комплексно сопряженные значения; 

16. Комплексно значная последовательность { }ix случайного сигнала с 

нулевым математическим ожиданием ( ) 0iE x =  и 

( )( ) ( )

1

1
lim

N H
i i

zx zx zx
N

i

R
N

 
→

=

= п.н., 

где ( )( )
H

i
zx  – эрмитово сопряженная матрица. 
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На Рисунке 2.3 представлена схема прохождения комплексного 

входного сигнала через динамическую систему с комплексными 

коэффициентами, описываемую уравнениями (2.1). 

 

Рисунок 2.3 – Схема прохождения комплексного входного сигнала через 

динамическую систему с комплексными коэффициентами 

Комплексное значение невязки определяется как 

( ) ( ) ( ).H H i H i H i

i i i i i i iy b a            = − = + − − = + −  

Лемма 2.16. Пусть выполняются предположения 1, 2, 7, 8, 15, 16, 

тогда ( ) 0iE  = . 

Доказательство леммы 2.16. Определим математическое ожидание 

невязки: 

( )

( )

( )

( ) ( )

1

1 0

1 0

( )

( ) ( ) ( 1)

( 1) 0.

H i H i
i i

r i
mk

i i m i k

m k

r i
mk

m i k

m k

E E b a

E E b E
j

b E
j

    


  





− −

= =


−

= =

= − − =

 
= + − − − 

 

 
− − = 

 

 

 

 

Лемма 2.17. Пусть выполняются предположения 1, 2, 7, 8, 15, 16, 

тогда дисперсия комплексного значения невязки определяется как 
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( )

( )

2 2 2 2 2

2

2

1

1 ,

H H

H H

H

b H b a H a

b H b a H a

H

      

    

  

    

  

   

= + + + =

= + + + =

= + +

 

где ( ) ( )( ) ( )( )( )2 22 2 Re Im .i i iE E   = = +  

Доказательство леммы 2.17. Дисперсия комплексной величины 

определяется как 

( )( ) ( )( )( )2

1

1
lim ,

N

i i i i
N

i

E E E
N

    


→
=

= − −  

так как ( ) 0iE  = , тогда  

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( ) )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 .

H H
H i H i i i

i i i i

H H
H i i H i i H i

i i i

H H H H
i H i i H i i H i i

i i i

H H

E E b a b a

E b b a a a

a b b b a a b

b H b a H a

    

    

      

     

        

       

         

   

 

 



= = − − − − =

= + + − −

− − − − − =

= + + +

 

Целевая функция может быть записана в форме обобщенного 

отношения Рэлея: 

( )
( )( ) ( )( )

1 1

,
1 1

H i H H H H
N N

i i i i i i i i

H H
i i

y y y y h h R i
J

H H   

       


     

 

= =

− − − − +
= =

+ + + +
     (2.73) 

где ,i i ih y = ( ) ( )( ) ( ) .
H

i iR i  =  

Оценки вектора коэффициентов ̂  могут быть найдены из условия 

минимума функции ( )J  : 

( )ˆ arg min .J


 =  

Производные Виртингера функции стоимости [146; 147] определяются 

как следующие линейные частные дифференциальные операторы первого 

порядка: 
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( ) ( ) ( )
Re Im

1
,

2m m m

J J J
j

  

   
= − 

    

   (2.74) 

( ) ( ) ( )*
Re Im

1
.

2m m m

J J J
j

  

   
= + 

    

    (2.75) 

Обобщенные градиентные операторы могут быть определены 

относительно векторов   и 
*  , то есть 

( ) ( ) ( )11 2
,

T

r r

J J J
J

  
+

   
  =
    

  

( ) ( ) ( )11 2 *
.

T

r r

J J J
J


  


  +

   
  =
    

  

Как показано в [146], в случае функции с реальным значением знание 

(2.74) либо (2.75) достаточно для минимизации ( )J  . 

Рекурсивная оценка ( )ˆ i  может быть получена посредством 

комплексно сопряженного градиентного алгоритма:  

( ) ( ) ( )( )i
ˆ ˆ ˆi 1 i J i ,


   + = −         (2.76) 

где 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

H H H

i i i i

H

ˆ ˆ ˆ ˆy y i h h i i R i i
ˆJ i ,

ˆ ˆ1 i R i


   


 

 − − +
=

+


( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
i

H

R i i h J i R i
J i .

1 i R i







  


 


− −
 =

+


  

Теорема 2.14. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.1) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 1, 2, 7, 8, 15, 16. Тогда оценки ˆ( )i , 

определяемые выражением (2.76), с вероятностью 1 при →i  существуют, 

единственные и являются сильно состоятельными оценками, т. е.  

. .

i
ˆ ˆ( ) .

П Н

i
→

 ⎯⎯⎯→  
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Доказательство теоремы 2.14. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству 2.13. 

 

2.4 Идентификация линейных дискретных динамических систем 

дробного порядка при наличии возмущений с неизвестной корреляционной 

функцией 

В пункте 2.4. рассматривается критерий для обобщенных 

инструментальных переменных, позволяющий получать сильно 

состоятельные оценки коэффициентов при отсутствующей информации о 

корреляционных функциях помех. 

При использовании формулы (2.55) требуются знания всех значений 

корреляционных функций, что является трудновыполнимой задачей. 

17. Пусть для вектора инструментальных переменных 

( )( ) ( )
T

i i
i y w =    

выполняются следующие условия: 

1

1
lim 0,

N

i i
N

i

y
N→

=

 = ( )(i) ( )

1

1
lim ,

N T
i

N
i

H
N  

  
→

=

  =  ( )( ) ( )

1

1
lim

N T
i i

N
i

H
N  

  
→

=

  =   

( )1 (i) ( )

1

lim
z z

N
T

i

z z
N

i

N H−

 
→

=

  = п.н., ( )1 (i) ( )

1

lim
x x

N T
i

x x
N

i

N H−
 

→
=

  = п.н., 

причем ,
z z x x

H H     положительно определены. 

Оценки параметров из условия минимума критерия: 

( )
2

2
min y yh H H  


− −  .    (2.77) 

Теорема 2.15. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.1) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются условия 1, 5, 12, 17. Тогда оценка )(ˆ N , 

определяемая выражением (2.77), с вероятностью 1 при →N  

существует, единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е. 
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. .

0N
ˆ( ) .

П Н

N 
→

⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.15. Представим среднее значение суммы 

квадратов невязки в следующем виде: 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2
1 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 2

1 1
( )

1

1

N
T

N i i i

i

N T T
i i i i i i

zx i i i z x

i

N T T T T
i i i i i i i i

zx i i z x z x

i

U y
NN

z b a
N

b a b a
N

  

  

   

       

         

=

=

=

= − =

 
= + + + − + − + 

 

 
= + + + + − + − + 

 






.

 

(2.78) 

Запишем (2.78) с использованием новых переменных и раскроем 

скобки: 

( )
2

2

1 2 32 2
1 2

1 1
( ) ;

N
T

N i i i

i

U y
NN

      
=

= − = + +  

где 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
N

T T
i i i i i i

i i

i

N b a
     

        −

=

= + − −11
1

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ,
N

T T
i i i

zx z x

iN
    

=

= 2
1

1                      (2.79) 

( ) ( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1

.
N T T

i i i i i i
zx i zx i zx zx

i

N b a         −

=

 
= + − − 

 
  

Исследуем поведение каждого слагаемого 1  при N → . Применив 

лемму 1.1 [81] для слагаемого, получаем, что 

. .

1 N
,

П Н

H
   

→
⎯⎯⎯→=  

Применяя условие 3: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )lim
N T

T T T T
i i i i

z x z x
N

i

H
N


   

→
=

=
1

1
п.н., 

получим, что слагаемое 2  сходится с вероятностью 1: 



82 

 
. .

.
П Н

N
H


 

→
⎯⎯⎯→

2
  

Рассмотрим поведение 3  на примере двух его слагаемых. Два 

слагаемых в сумме 3  в силу условий 2, 3, 4 удовлетворяют условиям 

леммы 2 [82] и, следовательно: 

( )
N

i

Nzx i

i

N  −

→

=

⎯⎯⎯→1
1

0  п.н., 

( )( ) ( )
N

T
i i

Nzx

i

N b


 −

→

=

⎯⎯⎯→1
1

0  п.н.,   

таким образом, получаем: 

,0
..

3

НП

N
⎯⎯ →⎯
→

 

Выражение (2.78) сходится с вероятностью 1 к выражению 

2

2

1
( ) ( )N N

U H H U
N

    
→

⎯⎯⎯→ +  .  

Дальнейший ход доказательства совпадает с доказательством 

теоремы 2.1. 

Рассмотрим выбор инструментальных переменных для важных на 

практике случаев. 

Пусть последовательность возмущений выходного сигнала { }i  

является автокоррелированным случайным процессом и удовлетворяет 

условию 12. 

Пусть последовательность возмущений входного сигнала дробным 

белым шумом { }i
 . 

В качестве вектора инструментальных переменных может быть 

использован вектор со следующими значениями: 

( ) ( )

( )
1

( ) , , ,
r T

i
y i iw w  =   ( ) ( ).i i

w w =    (2.80) 

С матрицей H
   , равной: 
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( )
,2 2

,

0 0

0 0

H H
H

H H

 
   

   
     

 

 
 

 
+ +

+ +

   
 = =       

, 

1

1 1 1

( 1)(11)

(1 ) ( )

,

r

r r r

H H

H

H H

   

 

   

   

 

   

 
 

=  
 
 
 







 

( )

 

0 0

i i
m kmk

i j i j

j j

H E
j j  

   
 − −

= =

 + +    
=  =    

    
   

1
2 2 ( )

, 

0

1
lim ,

N
m k mk

N
j

N j
H

j jN N
     

   
 

−

+ +
→

=

 + +    −
=  =   

   
 11,m r= ,

11, ,k r=  

1

1 1 1

( 1)(11)

(1 ) ( )

,

r

r r r

H H

H

H H

   

 

   

   

 

   

 
 

=  
 
 
 







 

( )

 1

0 0

i i
m kmk

i j i j

j j

H E
j j  

   
 − − −

= =

 + +    
=  =    

    
   

1
2 2 ( )

, 

0

1
lim ,

1

N
m k mk

N
j

N j
H

j jN N
     

   
 

−

+ +
→

=

 + +    −
=  =   

−   
 1,m r= , 11, .k r=  

Замечание 1. В случае если шум на входе является белым, выбор 

инструментального вектора (2.80) также применим и в выражениях для 

H
   , H

     параметр 0 = . 

Замечание 2. В случае если выходной шум дробный белый шум{ }i
 , 

а выходной шум является автокоррелированным. 

Вектор инструментальных переменных и матрицы примут вид: 

( )1( )

1 1, , ,r
T

i

y i iy y
  − −=   ( )1 1( )

1 1, , ,r
T

i

w i iy y
 − −=    

( )
, ,2 2

0 00 0

H H H H
H

           

  

   
 

+ + + +
   
 = =    

  
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( )

 

0 0

i i
m kmk

i j i j

j j

H E
j j  

   
 − −

= =

 + +    
=  =    

    
   

1
2 2 ( )

, 

0

1
lim ,

N
m k mk

N
j

N j
H

j jN N
     

   
 

−

+ +
→

=

 + +    −
=  =   

   
 1,m r= , 1, ,k r=  

( )

 1 1

0 0

i i
m kmk

i j i j

j j

H E
j j  

   
 − − − −

= =

 + +    
=  =    

    
   

1
2 2 ( )

, 

0

1
lim ,

N
m k mk

N
j

N j
H

j jN N
     

   
 

−

+ +
→

=

 + +    −
=  =   

   
 1,m r= ,

11, .k r=  

 

2.5 Идентификация некоторых классов нелинейных дискретных 

динамических систем дробного порядка при наличии возмущений 

 

В пункте 2.5 разработаны методы идентификации и сформулированы 

теоремы о сильной состоятельности получаемых оценок\, для билинейных 

динамических систем, систем Гаммерштейна и Винера. 

 

2.5.1 Идентификация билинейных ARX-систем с возмущениями по всем 

переменным 

Пусть билинейная ARX-система описывается следующими 

стохастическими уравнениями: 

( )
31 2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 1 0 1

c

m

m m mk
m m m k

rr rr

m m mk ii f i f i f i f
m= m= m k

b z a x x z
   

− − − −
= =

 =  +  +   ,  (2.81) 

i i iy z= +  , 
i i i

w x= +  ,  

где 1 1,b =  
(m) (m) (m) (k)

1 2 3, , ,f f f f  – неотрицательные значения запаздываний. 

 

Пусть выполнены следующие условия: 

18. Пусть дискретная билинейная система устойчивая, наблюдаемая и 

управляемая.  
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19. Структура системы 
(k)

1 2 3, , ,r r r r , 
(m) (m) (m) (k)

1 2 3, , , ,f f f f  , ,m m mk    

известна априорно. 

20. Истинный входной сигнал 
ix  с нулевым средним и  постоянной 

дисперсией ( ) 0,ix = ( )2 2

i xx  =   удовлетворяет условию постоянного 

возбуждения: 

( )( ) ( )

1

1
lim ,

N
T

i i

x x
N

i

H
N

 
→

=

=  п.н., 

( )
(r )(1) 1

(1) (r )1
1 1

( ) , , ,
T

i

x i f i f
x x 
− −

=    

матрица H  положительно определена. 

Требуется определять оценки коэффициентов , ,m m mb a c  по 

возмущенным последовательностям наблюдений  iy , iw  при известной 

структуре системы.  

Оценки параметров из условия минимума целевой функции 

( )
2

( ) ( ) ( )

2 2 2, ,
1

min

T i T i T i
N

y w wy

T T Ta b c
i=

a b c

b H b a H a с H c     

 −  − 

 +  +  +
 ,  (2.82) 

где 

( )

(11) (1 )

( ) ( ) 2

1 (r1) ( )

,

r

N
T

i i

i rr

h h

H E

h h

 

   

=

 

 
  

=   =    
   

 









 

( )

1

1 1 1

(1 )(11)

( ) ( ) 2

1 ( 1) ( )

,

r

N
T

i i

i r r r

h h

H E

h h

 

   

=

 

 
  

=   =    
   

 









 

1
( )

(m) (k)
0

1
lim ,

N
m kmk

N
j

N j
h

j f j fN N

−


→

=

      −
=    

− −   
  
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1
( )

(m) (k)
0 1 1

1
lim ,

N
m kmk

N
j

N j
h

j f j fN N

−


→

=

     −
=    

− −   
  

( ) ( ) ( )( )
2

2 2 2

(1 )(11)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( 1) ( )

,

r

N
T T T

i i i i i i

y y w w

i r r r

H H

H E

H H



      

=

 

 
  

=   +   −   =   
   

 









 

( )

( ) ( ) ( )

3

3 3 3

(1r kk )(11kk )

(mm kk ) 2

(r 1kk ) (r r kk )

,

k

k k k

h h

H

h h







 

 

 

 

 

 
 
 = 
 
 
 







 

( ) (k ) ( ) (m )
3 3 2 2

1
mk m k( ) 2

( ) (k )
0 2 2

1
lim .

k mN
f f f fmm kk

y yk
N

j

N j
h h

j f j fN N

 −
− − +  

  
→

=

     −
=     

− −   
  

( ) (k ) ( ) (m )
3 3 2 2

1
' '( ) 2

( ) (k )
0 3 3

1
lim

k mN
f f f fmk m kmm kk

w wk
N

j

N j
h h

g f j fN N

 −
− − + 

  
→

=

     −
=     

− −   
  

1
' '( ) 2 2

( ) (k )
0 2 2

1
lim

N
mk m kmm kk

k
N

j

N j
h

j f j fN N

−
 

   
→

=

     −
=      

− −   
 . 

0

1
lim ,

N
m

y i i m
N

i

h y y
N

+
→

=

= 
0

1
lim .

N
m

w i i m
N

i

h w w
N

+
→

=

=   

Теорема 2.16. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.81) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 3, 4, 7 и 18–20. Тогда оценки 

( )â N , ( )b̂ N , ( )ĉ N , определяемые выражением (2.82), с вероятностью 1 при 

N →  существуют, единственные и являются сильно состоятельными 

оценками, т. е.  

. .

0
ˆ ˆ( ) .

п н

N
N

→
 ⎯⎯⎯→ 0N

â a ,
→

⎯⎯⎯→  п.н.,
0N

b̂ b ,
→

⎯⎯⎯→  п.н., 0N
ĉ c .

→
⎯⎯⎯→  п.н. 

Доказательство теоремы 2.16. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

Замечание 1. Уравнение для билинейной системы (2.81) записано в 

более общем виде, чем уравнения для линейных динамических систем 
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дробного порядка, приводимых ранее. Исключая билинейные члены из 

уравнения (2.81), можно получить общую форму уравнения для дискретной 

линейной системы дробного порядка: 

1

( ) ( )
1

1 1

,m m
m m

rr

m m ii f i f
m= m=

b z a x
  

− −
 =  +  i i iy z= +  , 

i i i
w x= +  , (2.83) 

где 1 1,b =  
(m) (m) (m)

1 2, ,f f f – неотрицательные значения запаздываний. 

Целевая функция для определения параметров является частным 

случаем (2.82). 

( )
2

( ) ( )

2 2 2,
1

min

T i T i
N

y w

T Ta b
i=

a b

b H b a H a    

 − 

 +  + 
 .  (2.84) 

 

2.5.2 Идентификация ARX-систем Гаммерштейна с возмущениями 

в выходных переменных 

Пусть ARX-система Гаммерштейна с возмущениями во входных 

переменных описывается дискретными стохастическими уравнениями: 

( )1

1 1

,m m

r r

i m i m m i i

m m

z b z a f x
 

−

= =

=  +  +   i i iy z= +  ,  (2.85) 

где ( )mf •  – ограниченная функция с конечным числом разрывов первого 

рода. 

Пусть входной сигнал { }ix  и параметры системы удовлетворяют 

следующему условию: 

21. Последовательность { }ix  случайный сигнал с ограниченным 

математическим ожиданием  ( )m iE f x 2 , ( )m if x    и 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

lim

iN
T Tz i i

i z f x
N

i f x

H
N


 

→
=

 
= 

 
 


1

1
 п.н., 
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( ) ( ) , , ( ) ,

T
i i

ri j j

z i j i j

j j

z z
j j

 
 − − − −

= =

    
= − −    

    
 

1

1 1
0 0

1 1

( ) ( )( )

( ) ( ) , , ( ) ,

T
i i

ri j j

f x i j r i j

j j

f x f x
j j


 − −

= =

   
= − −    

    
  1

1

1

1
0 0

1 1  

матрица H  – положительно определенная матрица. 

Оценки параметров динамической части системы могут быть найдены 

из условия минимума целевой функции: 

( )
2

1 1: 1:

min .
1

T
N

i i

T T
i r r

y

H
 

 

  =

−

+ +
    (2.86) 

Теорема 2.18. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.85) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 1, 3, 4, 7 и 21. Тогда оценки ( )ˆ N , 

определяемые выражением (2.86), с вероятностью 1 при N →  

существует, единственные и являются сильно состоятельными оценками, 

т. е.  

. .

0
ˆ( ) .

п н

N
N

→
 ⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.18. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

Для нелинейностей общего вида не существует универсальной 

процедуры оценивания. Рассмотрим совместную параметрическую 

идентификацию ARX-системы Гаммерштейна с полиномиальной 

нелинейностью при наличии возмущения в выходной переменной в виде 

дробного белого шума. 

Нелинейная динамическая система класса Гаммерштейна описывается 

стохастическими уравнениями с разностями дробного порядка: 

1

(1)

1 1 1

, ,
m

jm

m

r r k
j

i i i ii f i f
m m j

m m jb z a c x y z
  − −

= = =

 =  + = +     (2.87) 

где 1 1.b =  
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В диссертации предложено следующее обобщение двухэтапного 

алгоритма  на случай динамических систем класса Гаммерштейна с 

дробными разностями при наличии дробного порядка возмущения в 

выходном сигнале. 

Шаг 1. На первом этапе определяются оценки параметров 

расширенной модели ̂ , вектор для расширенной модели имеет вид 

( ) ( )
11 1 1 1 1 2 2 1, ., ,

TT

b ac r r r k r kb b a c a c a c a c a c a c  = =       

Шаг 2. На втором этапе с помощью сингулярного разложения (SVD – 

singular value decomposition) осуществляется разделение параметров ,m ja c . 

Введем обозначения: 

( )

( )1 1
(1) ( ) (1) ( ) (1) ( )1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

, , .rr r
r r r

T
i i

i acb

T
k k

i f i f i f i fi f i fy y x x x x
    

  

− − − −− −

= =

=       

 

При неограничительных условиях на сигнал и независимых помехах 

можно показать, что оценки, полученные по приведенному ниже критерию, 

являются сильно состоятельными: 

( ) ( )( )
2

2
1

 min

i iT T
N b ac acb

T
i b bH

  

   

  = +

−

+
 ,    (2.88) 

где  

( )2 2 ( ) ( )

0 1

 ,
1 1

lim , lim
N N T

i i
i

N N
i i

H
N N

       +
→ →

= =

 
= = 

 
   

( )1 1
(1) ( )1

1 1

( ) , , .r
r

T
i

i f i f

  
  

++
− −=     

Теорема 2.19. Пусть некоторый случайный процесс 

{ , ... , 1, 0,1, ...}iy i = −  описывается уравнением (2.87) с начальными нулевыми 

условиями и выполняются предположения 1, 3, 4, 7 и 21. Тогда оценки, ( )ˆ N  

определяемые выражением (2.88), с вероятностью 1 при N →  

существует, единственная и является сильно состоятельной оценкой, т. е.  
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. .

0
ˆ( ) .

п н

N
N

→
 ⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.19. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 

Шаг 3. Полученные оценки параметров ˆ
ac запишем в виде матрицы. 

Для однозначного определения коэффициентов будем полагать, что 1 1a = : 

(1) ( )

(1) ( ) ( ) ( )

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

k

ac

r k r

c c

c a c a

 
 

 =  
  
 

 . 

Сингулярное разложение матрицы ˆ
ac имеет вид 

ˆ ,T

ac U V =   

где ,U V –  ортогональные матрицы порядков r  и k  соответственно;   – 

матрица размера r k с неотрицательными элементами, у которой элементы, 

лежащие на главной диагонали, – это сингулярные числа i  (а все элементы, 

не лежащие на главной диагонали, являются нулевыми). 

Оценки параметров могут быть найдены по формулам: 

:,1 1,1 1 1,: 1,1
ˆ ˆ/ , / ,Ta U U c V U= =  

где 1  – наибольшее сингулярное число матрицы  ; 1,1U  обозначает первый 

ненулевой элемент :,1U , где :,1U и 1,:V обозначают первую строку и столбец 

соответствующих матриц. 

 

2.5.3 Идентификация ARX-систем класса Винера при наличии помех во 

входных сигналах 

Нелинейная динамическая система класса Винера описывается 

стохастическими уравнениями с разностями дробного порядка: 

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

,
m m

r r
m m

i i i i

m m

z b z a x 

−

= =

=  +  +    ( )i i
y f z= , i i iw x= + , (2.89) 

где ( )f •  – обратимая функция. 
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Необходимо оценить неизвестные коэффициенты динамической 

системы, описываемой уравнением (2.89) по наблюдениям i iy ,w  при 

известных порядках 1r ,r , m m,  . 

Критерий для оценивания параметров. Представим уравнение (2.89) 

в виде линейной регрессии: 

T
i i iz ,= +   

где 

( ) ( )
T

T T
( i ) ( i )

i y w ,
 

 =   
 

 

( ) ( )1 1 1
1 1

0 0

T
i i

r( i )
y i j i j

j j

f y , , f y ,
j j

− −
− − − −

= =

     
 =          

   

11

0 0

T
i i

( i ) r
w i j i j

j j

,w , , w
j j

− −

= =

    
  =    

      
   

11

0 0

T
i i

( i ) r
i j i j

j j

, , ,
j j

− −
= =

    
  =     

      
 

( ).T i
i i a   = −  

Лемма 2.18. Пусть выполнены предположения 1, 3, 7, тогда ( ) 0.iE  =   

Доказательство леммы 2.18. Аналогично доказательству леммы 2.1.  

Из предположения 3 следует, что ( ) 0iE  = , ( ) 0,iE  =  тогда, используя 

предположение 3, можно показать: 

( ) ( )( )
1

1 0

( ) ( ) 0.
r i

mT i
i i i i j

m j

E E a E a E
j




     − −

= =

 
= − = − = 

 
   

Лемма 2.19. Пусть выполнены предположения 1, 3–7, тогда дисперсия 

обобщенной ошибки равна 

2 2 ( , )Ta H a b a    = + = , 

где 
2 2

0

1
lim .

N

i
N

iN
 

→
=

=   
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Доказательство леммы 2.19. По определению дисперсии  

( )( )
22

1

1
lim ,

N

i i
N

i

E E
N

  
→

=

= −  

так как ( ) 0iE  = , то 

( ) ( )

( ( ) )

2
2 2 ( )

1 1

2 ( ) ( ) ( )

1

1 1
lim lim

1
lim 2

N N
T i

i i
N N

i i

N T
T i i T i

i i
N

i

E E a
N N

a a a
N

 

  

   

    

→ →
= =

→
=

= = − =

= + −

 



. 

Применяя лемму 1 [136, с.12, 137] для ,i i   и предположения 3–5, 

получим 

( )2 ( ) ( ) 2

1

1
lim .

N T
T i i T

i
N

i

a a a H a
N

     
→

=

 
+ = + 

 
  

Используя лемму 2 [136, с. 13; 137] и лемму 1 [136, с. 12; 137] для 

случайных процессов, получим 

( )

1

1
lim 2 0.

N
T i

i
N

i

b
N

 
→

=

=  

Будем искать оценки ˆ( )N  коэффициентов   динамической части 

системы из условия минимума следующего критерия: 

( )( )
2

1

2
1

min

T
N i i

T
i

f y

a H a
 

 



−

=

−

+
 .    (2.90) 

Теорема 2.17. Пусть динамическая система описывается уравнением 

(2.90) с начальными нулевыми условиями и выполняются условия 1, 3–7. 

Тогда оценка коэффициентов ˆ( )N , определяемая выражением (2.90), 

существует, единственная и сходится к истинному значению 

коэффициентов с вероятностью 1, т. е. 
. .

0
ˆ( ) .

п н

N
N

→
 ⎯⎯⎯→  

Доказательство теоремы 2.17. Доказательство теоремы аналогично 

доказательству теоремы 2.1. 
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Выводы по главе 2 

 

1. Для получения состоятельных оценок параметров динамических 

ARX-систем дробного порядка с гетероскедастическими ошибками по всем 

переменным на основе обобщенных полных наименьших квадратов 

необходимо знание мгновенных дисперсий ошибок. 

2. Для получения состоятельных оценок параметров динамических 

ARX-систем дробного порядка с гомоскедастическими ошибками по всем 

переменным на основе обобщенных полных наименьших квадратов 

необходимо знание мгновенных дисперсий ошибок. 

3. Для получения состоятельных оценок параметров динамических 

ARX-систем дробного порядка с коррелированными ошибками по всем 

переменным на основе обобщенных полных наименьших квадратов 

необходимо знать все отсчеты корреляционной функции ошибок, что связано 

со значительными трудностями. 

4. Рекуррентные стохастически градиентные алгоритмы 

идентификации типа стохастической аппроксимации на основе метода 

обобщенных полных наименьших квадратов также позволяют получать 

сильно состоятельные оценки параметров. 

5. Выбор вектора инструментальных переменных для метода 

инструментальных переменных из-за нелокальности разности дробного 

порядка осуществить очень сложно. Наиболее частый подход для выбора 

инструментальных переменных, основанный на применении запаздывающих 

значений неприменим для общего случая. 

6. Обобщенный метод инструментальных переменных предложен для 

идентификации систем дробного порядка с коррелированными помехами. 

Доказана состоятельность получаемых оценок. Предложен выбор вектора 

инструментальных переменных. 
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3 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

ДИСКРЕТНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

 

 

При реализации разработанных во второй главе методов может 

возникать достаточно много вопросов, которые требуют отдельной 

проработки. Следует отметить, что задача идентификации динамических 

систем дробного порядка обычно хуже обусловлена, чем задача 

идентификации динамических систем целого порядка, в связи этим возникает 

задача разработки численно устойчивых методов идентификации.  

Глава 3 посвящена проблемам реализации идентификации 

динамических систем дробного порядка.  

В пункте 3.1 рассматриваются численно устойчивые реализации 

предложенных методов идентификации [148–150].  

В пункте 3.2 предложен итерационный метод для решения задач 

регуляризированных полных наименьших квадратов [151].  

В пункте 3.3 для случая, когда порядок динамической системы 

неизвестен, предложен итерационный метод, включающий в себя 

разработанные методы для оценивания линейных коэффициентов модели и 

генетический алгоритм для оценивания нелинейных коэффициентов [152, 153].  

В пункте 3.4 рассмотрен метод идентификации авторегрессии дробного 

порядка с помехой в выходном сигнале, когда отношение «сигнал – шум» и 

дисперсия аддитивного шума неизвестны [154]. 

 

3.1 Расширенная система уравнений для задачи полных наименьших 

квадратов 

 

В пункте 3.1 рассматриваются численно устойчивые реализации 

предложенных методов идентификации. Большинство представленных во 
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второй главе критериев путем замены переменных могут быть сведены к 

задаче полных наименьших квадратов 

2

2min .
1 T

Y





 

  − 

 +
 

Рассмотрим преобразование критерия (2.47) к задаче полных 

наименьших квадратов на примере ARX-системы дробного порядка с 

возмущениями по всем переменным. Произведем следующую замену 

переменных [148]: 

U = , .
1

T
H

U U


 


=

+
 

Тогда критерий может быть записан как  

( )
2

1

2min
1 T

Y U





 

−−

+
     (3.1) 

Алгоритм обобщенных полных наименьших квадратов для 

несингулярной матрицы H  может быть представлен в следующей форме. 

Алгоритм 1 [148]. 

Шаг 1. Замена переменных U = , .
1

T
H

U U


 


=

+
 

Шаг 2. Вычислить оценку вектора параметров ̂  из минимума целевой 

функции (3.1). 

Шаг 3. Сделать обратную замену переменной 
1ˆ ˆ.U −=  

 

Численные методы решения задачи наименьших квадратов. 

Существует множество алгоритмов решения задач наименьших квадратов. 

Классический алгоритм решения задачи наименьших квадратов основан на 

SVD (сингулярном разложении) [155, 156]. Решение задачи наименьших 

квадратов на основе расширенных систем уравнений рассматривалось в 

[157]. Для решения задач большой размерности или с разреженной матрицей 
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используются итерационные методы решения задач наименьших квадратов, 

такие как метод Ньютона [158, 159], итерации Рэлея [160] и итерации 

Ланшоца [161]. 

Задача нахождения сингулярного вектора является нелинейной 

векторной задачей. Численное решение этой задачи сопряжено со 

значительными трудностями [162], связанными с проблемами сходимости, 

высокой вычислительной сложностью и устойчивостью алгоритмов поиска. 

Другой подход основан на решении смещенной нормальной системы. В [163] 

показано, что при выполнении условия: 

( ) ( )1 1

min min ,U Y U   − −=     

где ( )1

min U Y −  и ( )1

min U −  – минимальные сингулярные числа матриц 

( )1U Y

−  и( )1U

−  соответственно. 

Минимум функции (3.1) может быть найден как решение смещенной 

нормальной системы уравнений 

( )( ) ( )1 1 2 1 .
T T

U U I U Y   − − −  − =     (3.2) 

При решении системы (3.2) нелинейной остается только скалярная 

задача нахождения минимального сингулярного значения. Эта задача всегда 

хорошо обусловлена [163]. Векторная задача линейна, но система (3.2) часто 

плохо обусловлена. Спектральное число обусловленности смещенной 

нормальной матрицы можно получить из выражения: 

( )( ) ( ) ( )( )
1

1 1 2 1 1 2 1 1 2

2
2

2

,
T T T

U U I U U I U U I        
−

− − − − − −  −   −   −  

( )( ) ( )
( )

2 1 2

max1 1 2

2 2 1 2

min

.
T U I

U U I
U I



 



 
 

 

−

− −

−

 −
  − =

 −
 

Использование разложения Холецкого может сделать решение более 

устойчивым. Поскольку этот метод применим к системам линейных 

уравнений с симметричными, положительно определенными матрицами, к 

нему можно прибегнуть и для смещенной нормальной системы (3.2). Однако 
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разложение Холецкого для плохо обусловленных матриц приводит к 

большим ошибкам. 

Комплекснозначная расширенная система уравнений для метода 

полных наименьших квадратов. В [157] был предложен подход к решению 

нормальных систем уравнений на основе эквивалентных расширенных 

систем уравнений. Нормальная система уравнений, соответствующая методу 

наименьших квадратов: 

( )( ) ( )1 1 1 .
T T

U U U Y  − − −  =     (3.3) 

Можно представить (3.3) в виде эквивалентной расширенной системы 

уравнений: 

( )

1
1

0
0

1
,

00
T

k I U Yk

U









−
−

−

     
  =         

   (3.4) 

где  
( )1

min

0 ,
2

U
k

 −
= ( )1 .Y U −= −  

Число обусловленности (3.4) определяется как 

( ) ( )( )1 1

2 20.5 0.25 2 ,
T

OLSA U U   − −= + +    

где 
( )

1 1

1

0
( ) ( )

1
.

0

N r r N r r
TOLS

k I U
A

U





−

+ +  + +

−

 
 = 
 
 

  

В [157] представлено обобщение расширенной системы (3.4) на случай 

смещенной нормальной системы (3.2). Предлагается использовать 

комплексную матрицуG  и вектор g , определяемые как 

1 1

1

( ) ( ) ,N r r N r r
U

G
j I





−

+ +  + +
 

=  
 
 

 1

0
N r r

Y
g + +

 
=  
 

 .   (3.5) 

Используя переменные (3.5), смещенная нормальная система (3.2) 

может быть определена как 
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1

,
0 0T

kI G gk

G





−    
=     

    

    (3.6) 

или 

( ) ,A k d =  

где k – положительный множитель. 

( )

( )

1

1 1

1 1 1

11

1

( )

( 2( )) ( 2( ))

( )

1

0

0 ,

0

r r

r r

N N r r

N r r N r r

r r N r r

T

r r

kI U

A k kI j I

U j I









+

+

−

 +

+ +  + +

+  +

−

+

 
 

 
=  
 
 

 



1

1

2( )1 ,

ˆ

N r r

k

k 



 



−

+ +−

 
 

=  
 
 

 12( )0

0

N r r

Y

d + +

 
 

=  
 
 

 . 

Число обусловленности (3.6) определим как [157]: 

( )( )

( )

( )

( )

( )

2 2

max

3 2
2 2 2

2 2 2
max

max

2 2 2 2 2 2
min min

3 2
2 2 2

min

1 3 3
cos arccos

3 2 11
,

1 1 3 3
cos arccos

3 3 2 1

k

k kk k
A k

k k k

k k

 

  


   

 

  −
  
  + ++ +   =

  + + −
  +
  + +

  

г

де max  и min  являются максимальными и минимальными собственными 

значениями матрицы ( )( )1 1
T

U U 

− −   соответственно. 

Задачу нахождения минимального значения числа обусловленности 

можно рассматривать как задачу выбора оптимального фактора: 

( )( )2
0

inf .
k

A k


     (3.7) 

Задача (3.6) не имеет аналитического решения, но может быть решена 

численными методами. В [103] была предложена оценка для множителя: 

( )
( ) ( )

1

max

1 2 1 2

min max

2ˆ .opt

U
k

U U



 

 

   

−

− −

 +
=

 +  +
   (3.8) 
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Уравнение (3.6) может быть решено стандартными методами решения 

систем уравнений, такими как использование LU-разложения [164]. 

Обобщенные полные наименьшие квадраты с расширенной системой 

уравнений (3.6) на втором шаге алгоритма были предложены для оценки 

параметров системы (2.1) [149]. 

Результаты моделирования в [149, 157] показали, что использование 

расширенной системы уравнений (3.6) превосходит по точности методы, 

основанные на минимизации обобщенного отношения Рэлея или разложении 

Холецкого для смещенной нормальной системы уравнений. 

Расширенная система уравнений (3.6) имеет следующие недостатки: 

1. Расширенная система уравнений (3.6) имеет комплексные 

коэффициенты, даже если исходная система имеет действительные 

коэффициенты. 

2. Матрица неэрмитова. Применить LDLT-разложение для решения 

системы уравнений (3.6) невозможно [157]. 

3. Матрица ( )A k имеет размеры ( )12 r r N+ + , что превосходит размеры 

матрицы расширенной системы для системы нормальных уравнений. 

4. Для получения оптимальной обусловленности необходимо определять 

ˆ
optk  численными методами. 

Симметричная расширенная система уравнений для метода полных 

наименьших квадратов. Получим альтернативную расширенную систему 

уравнений, свободную от этих недостатков. Преобразуем смещенную 

нормальную систему: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 2 0
T T T

U U U Y U Y U         − − − − −  − =    − + =   

( ) ( ) ( )1 1 2 1 20 0
T T

U Y U U       − − −  − + =   + =   

( )1 1 0
T

U  − −  + = .       

Объединим уравнение с уравнением 
1Y U −= − : 
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( )

1

1 1

,

0.
T

U d

U





 

  

−

− −

 + =


 + =

     (3.9) 

Представим матрицу в следующей форме 

,A Y =   

или 

( )

1
1

1
.

0
T

I U Y

U I





  



−
−

−

     
  =         

 

Полученная расширенная система имеет действительную 

симметричную матрицу. Размерность матрицы A равна 1r r N+ + . 

Теорема 3.1. Спектральное число обусловленности системы уравнения 

(3.9) определяется как: 

( ) max
2

min

.A
 


 

+
=

−
      (3.10) 

если ( )  
min

2  или матрица   – квадратная матрица полного ранга, 

иначе  

( )
 




+
= max

2
.A  

Доказательство. Введем новую переменную 
1  −=  и рассмотрим 

задачу о собственных значениях:  

( ) ( )

1 1

1 1

,

.
T T

I U U

U I U

 

 

    


    

− −

− −

   + =      =     
   + =     

  (3.11) 

Если   , 0 ,  
i ,преобразуем систему уравнений (3.9): 

( )

( ) ( )

1 1

1 1 1

,

.
T

U

U U



 

   

    

− −

− − −

 = − 


−   + =  

( ) ( ) ( ) ( )
221 1 1 1 2 22

T T

U U U U           − − − −  = −    = − +   
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( ) ( )
2

1 1 2 22
T

U U     − −   = − +   

( )( ) ( )1 1 2 2 2 .
T

U U I      − −   − = −  

Из уравнения (3.11) следует, что если 0  , то собственный вектор   и 

( )2 2 −  являются соответствующим собственным значением матрицы 

( )( )1 1 2
T

U U I  − −  − , т. е.  

( )2 2 22 ,i i i   − = −  

где собственные значения матрицы при решении квадратного уравнения 

равны: 

2 2 22 0i i i   − − + =         (3.12) 

Решая уравнение (3.12), можно получить: 

  = 
i i , 11, ,i r r= + . 

Если  = 0 ,  0 , то , = ( )1 0,
T

U − =  =  является 

собственным значением матрицы кратностью N .  

Если   0 , = 0 , то , =  ( )1 0,
T

U − =  =  является 

собственным значением матрицы кратностью 1r r+ .  

Тогда спектральное число обусловленности равно: 

( )
( )
( )





 


 

−

−

 +
=

 −


1

max

2 1

max

,
U

A
U

    (3.13) 

если ( )   − 
min

, то есть ( )  
min

2  или матрица   – квадратная 

матрица полного ранга, иначе  

( )
( )

 




− +
=

1

max

2
.

U
A  

Теорема доказана. 



102 

 

Рассмотрим, при каких условиях число обусловленности предложенной 

расширенной системы становится больше, чем число обусловленности 

смещенной нормальной системы: 

( )( ) ( )1 1 2

2 2

T

U U I A   − −  −   , 

 
( )
( )

( ) 



   

 

− −

−

 −  +
 

 −

2 1 2 1

max max

2 1 2

min

U U

U

( )
( )





 

 

−

−

 −
 

 −

1

max

2 1 2

min

1U

U
 

( ) ( ) 
   − − −   − 1 2 2 1 2

max min
U U  

( )
( )1

min1

2

U
U










−

−


  .   (3.14) 

Анализ выражения (3.14) показывает, что смещенная нормальная 

система может быть лучше обусловлена только в случае, когда динамическая 

система сама достаточно хорошо обусловлена или 0.   В случае хорошей 

обусловленности выбор системы уравнений для решения задачи полных 

наименьших квадратов не влияет на точность результата. Если же 0  , то 

необходимо использовать регуляризацию или классический метод 

наименьших квадратов. 

Рассмотрим поведение чисел обусловленности предложенной 

расширенной системы уравнений (3.9) и ранее известных систем уравнений 

(3.2) и (3.6). 

Пример 1. Модель динамической системы характеризуется 

следующими сингулярными числами: 

 −=  20.999 10 , ( ) −= 2

min
10 ,i ( ) = 0.5

max
10 ,ii = 1, 10.i  

На Рисунке 3.1 приведены логарифмы чисел обусловленности 

смещенной нормальной системы, расширенной комплекснозначной системы 

и предложенной расширенной системы при  
min

2 . 

Пример 2. Модель динамической системы характеризуется 

следующими сингулярными числами: 



103 

 

 −=  20.999 10 , ( ) −=  2

min
5 10 ,i ( ) = 0.5

max
10 ,ii = 1, 10.i  

На Рисунке 3.2 представлены логарифмы чисел обусловленности 

смещенной нормальной системы, расширенной комплекснозначной системы 

и предложенной расширенной системы при  
min

2 . 

Пример 3. Модель динамической системы характеризуется 

следующими сингулярными числами: 

 −= 510 , ( ) −=  2

min
5 10 ,i ( ) = 0.5

max
10 ,ii = 1, ,10.i  

На Рисунке 3.3 показаны логарифмы чисел обусловленности 

смещенной нормальной системы, расширенной комплекснозначной системы 

и предложенной расширенной системы при  
min

2 . 

 

 

Рисунок 3.1 – Логарифмы чисел обусловленности: 1 – смещенная нормальная 

системы; 2 – комплекснозначная расширенная система; 3 – предложенная 

расширенная система 
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Рисунок 3.2 – Логарифмы чисел обусловленности: 1 – смещенная нормальная 

системы; 2 – комплекснозначная расширенная система; 3 – предложенная 

расширенная система 

 

Рисунок 3.3 – Логарифмы чисел обусловленности: 1 – смещенная нормальная 

системы; 2 – комплекснозначная расширенная система; 3 – предложенная 

расширенная система 
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Из Рисунка 3.1 видно, что число обусловленности системы (3.6) при 

( )  
min

2 , у предложенной расширенной системы (3.9) меньше, чем 

смещенной нормальной системы и расширенной комплекснозначной 

системы. 

Из Рисунка 3.2 видно, что число обусловленности системы (3.6) при 

( )  
min

2 , у предложенной расширенной системы (3.9) меньше, чем 

смещенной нормальной системы, но больше, чем у расширенной 

комплекснозначной системы. 

Из Рисунка 3.2 видно, что число обусловленности системы (3.6) при 

( )  
min

2 , у предложенной расширенной системы (3.9) больше чем у 

расширенной комплекснозначной системы и может быть больше, чем у 

смещенной нормальной системы (в этом случае исходная смещенная 

нормальная система обычно хорошо обусловлена).  

 

 

3.1.1 Расширенная система уравнений для СЛАУ с возмущенной 

матрицей 

Из предложенных во второй главе критериев критерий для 

динамической системы с помехой во входном сигнале не может  быть 

заменой переменной представлен в виде задачи полных наименьших 

квадратов.  Данная задача может быть сведена к задаче решения системы 

линейных алгебраических уравнений с возмущенной матрицей. Рассмотрим 

задачу более подробно. 

Пусть задана переопределенная система уравнений 

,Ax f=  

где , , .m n mA f m n     

Будем предполагать, что матрица A  содержит возмущения: 

 .A  A= +    
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Для нахождения приближенного вектора решения с возмущенной 

матрицей может быть применена разновидность наименьших квадратов, 

называемая DLS (data least squares) [166]. 

DLS сводится к нахождению вектора, удовлетворяющего условию 

минимума целевой функции 

2

2
min ,

x
 

Ax f

x

−
     (3.15) 

где 
2
  =  – евклидова векторная норма. 

В [166] предложено решение задачи (3.15) на основе SVD (Singular 

value decomposition): 

,
T

DLS T

f f
 x

f A



=     (3.16) 

где  – правый сингулярный вектор, соответствующий наименьшему 

сингулярному числу ( )DLS P A  ⊥=  матрицы P A⊥ , 

.
T

T

ff
P I

f f

⊥ = −  

Спектральное число обусловленности для уравнения (3.16) 

( ) max
2

min

,DLS

DLS

P A
 


 

⊥ −
=

−
    (3.17) 

где 
max min,   – максимальное и минимальное сингулярные числа матрицы A . 

Формула (3.15) имеет высокую вычислительную сложность, так как 

требует нахождения правого сингулярного вектора. Также решение имеет 

большие погрешности, если 0.Tf A    

Минимум задачи (3.15) может быть найден из решения смещенной 

нормальной системы: 

( )2 .T T

DLSA A I x A f− =     (3.18) 

 Спектральное число обусловленности системы уравнений (3.18) 
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( )
2 2

2 max
2 2 2

min

.T DLS
DLS

DLS

A A I
 

 
 

−
− =

−
   (3.19) 

В [148] предложена расширенная система, эквивалентная нормальной 

для решения уравнений с ошибками в правой и левой части. Применим 

подход из [148] для системы уравнений с возмущением только в левой части. 

Преобразуем смещенную нормальную систему (3.16): 

( )

( )

2 2

2 2

1

0

0 0

0.

T T T

DLS DLS

T T

DLS DLS

T

DLS DLS

A Ax x A f A f Ax x

A f Ax x A X

A x

 

  

  −

− =  − + = 

 − + =  + = 

 + =

 (3.20) 

Объединяя уравнение (3.20) с уравнением ошибки получим 

:f Ax = −  

1

,

0.T

DLS DLS

Ax f

A x



  −

+ =


+ =
    (3.21) 

Представим уравнение (3.21) в матричной форме: 

,Ax  f=       (3.22) 

где 
1

, , .
0

DLS DLS

T

DLS

I A f
A x f

A I x

  



−    
= = =    

    
 

Теорема 3.2. Спектральное число обусловленности расширенной 

симметричной системы (3.21) определяется как 

( ) max
2

min

DLS

DLS

A
 


 

+
=

−
    (3.23) 

если  
min

2
DLS  или матрица   квадратная матрица полного ранга, иначе  

( )
 




+
= max

2
.DLS

DLS

A  

Расширенная система уравнений (3.21) имеет число обусловленности, 

сопоставимое с (3.16), но при этом лишена недостатков, присущих решению 

(3.16). 
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Проводя рассуждения, как для системы (3.9), определим, когда число 

обусловленности системы (3.21) больше, чем число обусловленности 

смещенной нормальной системы: 

( ) ( )2

2 2

T

DLSA A I A  −  , 

( )
( )min

2

DLS

A
A





 .     (3.24) 

Анализ выражения (3.24) показывает, что смещенная нормальная 

система может быть лучше обусловлена только в случае, когда матрица A  

достаточно хорошо обусловлена или 0.DLS   В случае хорошей 

обусловленности выбор системы уравнений для решения задачи полных 

наименьших квадратов не влияет на точность результата. Если же 0DLS  , 

то необходимо использовать регуляризацию или классический метод 

наименьших квадратов. 

 

3.1.2 Применение расширенных систем уравнений для идентификации 

динамических систем методом расширенных инструментальных 

переменных 

Метод инструментальных переменных широко применяется для 

решения задач идентификации динамических систем [167–169]. Различный 

выбор инструментальных переменных позволяет решать задачи 

идентификации моделей выходной ошибки, ARMAX-моделей, ARARX-

моделей, BJ-моделей [167–169], а также моделей с ошибками в переменных 

[170, 171]. Инструментальные переменные применяются для идентификации 

динамических систем, описываемых уравнениями с производными и 

разностями дробного порядка [172].  

К недостаткам метода инструментальных переменных следует отнести 

противоречивые требования к выбору инструментальной переменной: она 

должна быть коррелирована с регрессионным вектором и не коррелирована с 

помехой. Часто метод инструментальных переменных приводит к плохо 
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обусловленным задачам, что существенно ограничивает область его 

применения. В диссертационной работе предложено решение задачи 

расширенных инструментальных переменных на основе расширенной 

системы уравнений.  

Предположим, что существует вектор i  такой, что 

• i не коррелирован с шумом .i  

• i хорошо коррелирован с регрессором i . 

Оценка параметров ˆ
IV  по методу инструментальных переменных 

может быть определена из выражения 

2

1 1 2

1 1ˆ argmin ,
N N

T

IV i i i i

i i

y
N N

    
= =

   
= −   

   
    (3.25) 

где 
2

  – евклидова норма; N – число наблюдений. 

Если размерности регрессионного вектора и вектора инструментальных 

переменных равны. 

1dim dim 1.i i n n = = + +  

Оценка инструментальных переменных может быть найдена из 

решения системы уравнений               

 

1

1

1 1

1 1ˆ ˆ ˆ ,
N N

T

IV i i i i y

i i

y R r
N N

    

−

−

= =

   
= =   
   
                             (3.26) 

1

1ˆ ,
N

T

i i

i

R
N

  
=

=    
1

1
ˆ .

N

y i i

i

r y
N

 
=

=   

В [173] предложено решение системы уравнений (3.26) на основе 

расширенной системы 

,AIVC d =       (3.27) 

где min – минимальное собственное число матрицы R̂ , 

1
,

0T

k E
C

 
=  
 
 

1

1
,AIV

k r



− 
 =  

 
 

,
0

Y
d

 
=  
 

1

,

T

T

N





 
 

 =  
 
 

  
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1

,

T

T

N





 
 

 =  
 
 


1

,

N

y

Y

y

 
 

=  
 
 

 min
1 .

2
k


=  

Нижняя граница обусловленности системы (3.25) 

( ) ( )2 21 / 2 1 / 4 2 .cond C cond R + +     (3.28) 

Несмотря на снижение числа обусловленности, решение системы (3.27) 

часто дает неудовлетворительные оценки. Это связано с тем, что полученная 

система в качестве коэффициентов использует оценки ковариаций. На 

коротких выборках ошибка в корреляционных оценках существенно может 

ухудшать оценки параметров ̂ . Для увеличения точности оценок может 

быть использован метод расширенных инструментальных переменных. 

Для улучшения точности оценок размерность вектора 

инструментальных переменных берется больше размерности регрессионного 

вектора 
1dim 1i r r  + + . Данная модификация получила название 

расширенного метода инструментальных переменных. Оценка для 

расширенного метода инструментальных переменных может быть найдена из 

выражения [167, 168]: 

( ) ( )
2

1 1

1 1

1 1ˆ argmin ,
N N

T

EIV i i i i

i i Q

F q F q y
N N

    − −

= =

   
= −   

   
    (3.29) 

ʛʜʝ
 
Q  – положительно-определенная матрица; ( )1F q−  – дискретный фильтр. 

Для случая Q I= , ( )1 1F q− =  решение (3.29) может быть найдено как 

решение системы нормальных уравнений: 

( )
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .T T

EIV yR R R r   
−

=     (3.30)  

Обусловленность системы (3.30) оказывается хуже, чем для системы 

(3.26). Для решения системы (3.30) может быть использована расширенная 

матрица системы 

,AEIVC d =        (3.31) 
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где 
2

ˆ
,

ˆ 0T

k I R
C

R





 
 =
 
 


1

2
,AEIV

k r



− 
 =  

 
 

 
ˆ

,
0

yr
d

 
=  
 

 min
2 .

2
k


=  

Обусловленность системы (3.31) и выбор оптимального множителя  2k  

рассмотрены в [165]. Число обусловленности системы (3.31) определяется 

выражением 

   ( ) ( )2 2
1 / 2 1 / 4 2 .Tcond C cond R R = + +     (3.32) 

Таким образом система (3.31) имеет меньшее число обусловленности 

по сравнению с (3.30) и, как правило, меньшие погрешности в оценках 

ковариаций, чем (3.26). 

Пример 1. Модель динамической системы характеризуется 

следующими сингулярными числами: 

 −=  20.999 10 , ( ) −= 2

min
10 ,i ( ) = 0.5

max
10 ,ii = 1, 10.i  

На Рисунке 3.4 представлены логарифмы чисел обусловленности 

нормальной системы уравнений (3.29) и расширенной системы (3.30). 

 

Рисунок 3.4 – Логарифмы чисел обусловленности: 1 – нормальная система 

(3.27) (синяя линия); 2 – расширенная система (3.28) (зеленая линия) 
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Из Рисунка 3.4 видно, что число обусловленности системы (3.31) при  

меньше,  чем у системы (3.30). 

 

3.2 Неявный итерационный алгоритм для решения задачи полных 

наименьших квадратов 

 

Задачи полных наименьших квадратов широко применяются при 

решении систем уравнений с неточными данными в правой и левой части. 

Данные задачи находят широкое применение во многих прикладных 

областях. Существует большое число алгоритмов для решения задач полных 

наименьших квадратов. Классический алгоритм решения задачи полных 

наименьших квадратов – на основе SVD (Singular value decomposition) [156]. 

Решение задачи полных наименьших квадратов на основе расширенных 

систем рассмотрено в [148, 157]. Для решения большой размерности или с 

разреженной матрицей применяют итерационные методы решения задач 

полных наименьших квадратов: метод Ньютона [158, 160], итераций Рэлея 

[159], итерации Ланшоца [161]. 

Задачи полных наименьших квадратов всегда имеют худшую 

обусловленность по сравнению с классическим методом наименьших 

квадратов. Для решения очень плохо обусловленных задач полных 

наименьших квадратов применяются различные методы регуляризации. На 

сегодняшний день можно выделить два основных подхода для задач полных 

наименьших квадратов на основе усеченного SVD [174] и регуляризация 

Тихонова [175], также их многочисленные модификации [176–179]. 

Одним из способов повысить точность регуляризации является 

применение итерационных методов регуляризации [180]. В [181] предложен 

неявный итерационный алгоритм для решения задачи наименьших квадратов 

на основе SVD.  

В данном пункте предложен неявный итерационный алгоритм для 

решения задач полных наименьших квадратов. Для останова алгоритма 
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предложено использовать ограничение на длину вектора решения. Приведен 

численный пример, показывающий высокую точность получаемого 

алгоритма. 

Постановка задачи. Пусть задана переопределенная система 

уравнений  

,Au f      (3.33) 

где  

,m nA  .m n  

Будем предполагать, что матрица A  и вектор f  содержат шум.  Для 

нахождения вектора u  может быть применен метод полных наименьших 

квадратов. 

Задача полного метода наименьших квадратов сводится к нахождению 

вектора, удовлетворяющего условию 

2

2
min

1
nu

Au f

u

−

+
,     (3.34) 

где 
2

 =  – евклидова векторная норма. 

Решение задачи (3.34) может быть получено из смещенной нормальной 

системы уравнений: 

( )2

min ,T T

nA A E u A f− =                    (3.35) 

где ( )min A,f = . 

 Пусть  0  , тогда (3.35) эквивалентно уравнению 

2

min ,T TA Au u u u A f  + = + +    (3.36) 

 Неявный итерационный алгоритм для выражения (3.35) будет иметь 

вид: 

( ) ( )1 2 1

1 min .T T

n k kE A A u u A f  − −

++ = + +    (3.37) 

Выразим 1ku +  из уравнения (3.37) 

( ) ( )( )
1

1 2 1

1 min

T T

k n ku E A A u A f  
−

− −

+ = + + +    (3.38) 
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или 

1 ,k ku u g + =  +  

где ( )( )
1

2 1 1

min ,T

nE A A   
−

− − = + + ( )
1

1 T T

ng E A A A f 
−

−= + . 

Используя SVD, произведем преобразования: 

( )( ) ( ) ( )

( )

1 1
2 1 1 2 1 1

min min

2 1

min 2 1
1 min

.

T T

n n

Tn
i i

i

E A A V E V

v v

      

 
 

− −
− − − −

−

−
=

 = + + = +  + =

= +
+


 

( ) ( )

( ) ( )

11
1 1

1 1
1 1

2 1
1 min

T T T T

n n

n
T T T Ti

n n i i

i

g E A A A f V E V V U f

V E V V U f V E U f v u f

  


 

 

−−
− −

− −
− −

−
=

 = + =  +  =
 

=  +  =  +  =
+


. 

Итерационный процесс может быть записан на основе сингулярного 

разложения: 

1 ,k ku u g + =  +                                            (3.39) 

( )2 1

1 min 2 1
1 min

,
Tn

i k i
k

i

v u v
u g 

 

−

+ −
=

= + +
+

     (3.40) 

2 1
1 min

Tn
i i

i

i

u f
g v



  −
=

=
+

 ,      (3.41) 

0,1, ;k =   

Сходимость и обусловленность. Cходимость неявного метода простых 

итераций (3) определяется спектральным радиусом переходной матрицы  : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 min min
min max 2

nmin

1 1
1

1

T

n T

n

E A A
AE A A



 
   

 

− + +  = + + = =
   ++

, 

( )
( )

2

min

2

n

1
1

1 A







+
 = 

+
, 

так как для того, чтобы решение TLS существовало и было единственным, 

необходимо, чтобы выполнялось условие ( )min min A  . При выполнении 
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данного условия итерационный алгоритм сходится всегда. Можно показать, 

что чем больше  , тем выше скорость сходимости алгоритма. 

Покажем, что алгоритм (3.37) и (3.38) имеют разные числа 

обусловленности. Метод простых итераций можно записать в следующем 

виде: 

2

1 1 21

min 2

argmin
n

k
u

kn

fA
u u

uE  
+ −−



  
= −   

   +   

.    (3.42) 

Выражение (3.42) может быть представлено как 

( )
1 ,

k

ku A f 

+

+ =  

где 
1

n

A
A

E


 −

 
=  
 
 

, ( )

1 2

min

,
k

k

f
f

u


 −

 
=  
 + 

 

A

+
 – Псевдообратная матрица Мура – Пенроуза. 

Если ранг rankA n = , тогда A

+
 может быть вычислено по формуле 

( )
1

T TA A A A   

−
+ = . 

В этом случае задача соответствует классической форме метода простых 

итераций неявного метода: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1 2

1 min

kT T T T

k n ku A A A f A A E A f u      
− −

− −

+ = = + + + , 

( )
( )
( )

1 2 1
max1 1

2 2 11

nmin

.

T

nT

n T

n

A A E
cond A A E

A A E

   


  

− −
−

−−

+ +
+ = =

++
  (3.43) 

Для неявного метода, основанного на SVD, число обусловленности 

равно числу обусловленности матрицы: 

1

n

A
A

E


 −

 
=  
 
 

. 

Число обусловленности A  

( )
1 2

2 1

1
2 2 1

n

.cond A

 

 

−

−

 +
=  

+ 
    (3.44) 
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Правило останова. На сегодняшний день существует большое число 

правил останова итерационных алгоритмов регуляризации [182–184]. Будем 

использовать для останова алгоритма (3.39) ограничение на величину нормы 

решения: 

2 2

1ku +  .      (3.45) 

В отличие от регуляризации Тихонова для полных наименьших 

квадратов [175], условие (3.44) проверяется напрямую без вычисления 

косвенных параметров. Предложенный неявный итерационный алгоритм 

позволяет реализовывать ограничение на длину вектора решения без 

решения дополнительных нелинейных уравнений. Число обусловленности 

решаемых на каждой итерации задач оказывается меньше числа 

обусловленности систем с регуляризацией Тихонова. 

Пример 1. Модель динамической системы характеризуется 

следующими сингулярными числами: 

 −=  20.999 10 , ( ) −= 2

min
10 ,i ( ) = 0.5

max
10 ,ii = 1, 10.i  

На Рисунке 3.5 представлены логарифмы чисел обусловленности 

смещенной нормальной системы, расширенной комплекснозначной системы 

и предложенной расширенной системы при  − =1 0.1 . 

Рисунок 3.5 – Логарифмы чисел обусловленности: 1 – смещенная нормальная 

системы; 2 – теоретический предел регуляризации Тихонова;  

3 – предложенная схема (3.39) 
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Из Рисунка 3.5 видно, что число обусловленности (3.39) меньше 

теоретического предела для числа обусловленности задачи полных 

наименьших квадратов с регуляризацией Тихонова. 

 

3.3 Алгоритм для структурно-параметрической идентификации 

динамических систем дробного порядка 

Для задачи численной реализации выбора структуры модели 

предлагается подход, в основу которого положен генетический алгоритм. Он 

представляет собой эвристический алгоритм поиска, используемый для 

решения задач оптимизации и моделирования путем случайного подбора, 

комбинирования и вариации искомых параметров с использованием 

механизмов, напоминающих биологическую эволюцию. Отличительной 

особенностью генетического алгоритма является акцент на использование 

оператора «скрещивания», который производит операцию рекомбинации 

решений-кандидатов, роль которой аналогична роли скрещивания в живой 

природе. 

Задача структурной идентификации формализована таким образом, что 

ее решение закодировано в виде вектора фиксированной длины, где каждый 

элемент соответствуют сдвигу по ( )

1

kr,r . Таким образом, задача сводится к 

решению задачи целочисленного программирования (Integer programming), 

которая относится к классу NP-hard (Nondeterministic polynomial time). 

Случайным образом создается множество генотипов начальной 

популяции, причем, даже если она окажется совершенно 

неконкурентоспособной, генетический алгоритм все равно достаточно 

быстро переведет ее в жизнеспособную популяцию. 

Каждый генотип оценивается с использованием «функции 

приспособленности», в нашем случае данной функцией является критерий, в 

результате чего с каждым генотипом ассоциируется определенное значение 

(«приспособленность»), которое определяет, насколько хорошо фенотип 

(структура), описываемый им, решает поставленную задачу (значение 
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приспособленности, т. е. значение критерия). 

Из полученного множества решений («поколения») с учетом значения 

«приспособленности» выбираются решения, к которым применяются 

«скрещивание» и «мутация».  

В общем виде алгоритм структурно-параметрической идентификации 

имеет следующий вид: 

1. Создаем базы данных для структур моделей: store – для всех 

параметрически идентифицированных структур, store_p – 

результирующий тезаурус для моделей с минимальным значением 

критерия для каждой границы сложности 
( )

1

d
k

k=1

p = r + r . 

2. Задаем ограничения для алгоритма: степень адекватности  , 

максимально допустимая сложность p . 

3. Задаем начальную границу сложности p = 1. 

4. Запускаем генетический алгоритм (ГА) для текущего ограничения 

по p . 

5. Для каждой структуры, на каждой итерации ГА при вычислении 

«функции приспособленности» производим следующие действия: 

a) проверяем, была ли такая структура уже вычислена в store, 

если есть, извлекаем значения критерия и передаем в ГА; 

b) производим параметрическую идентификацию для текущей 

структуры–особи ,jr,r  на основе целевой функции; 

c) добавляем модель в store. 

6. Сортируем store по значению критерия от меньшего к большему и 

добавляем модель с меньшим критерием в выходной тезаурус store_p. 
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7. Увеличиваем границу поиска для ГА 1p p= + . 

8. Если при расширении пространства поиска p изменение критерия 

для оптимальной модели текущей p произойдет меньше чем на  , по 

сравнению с предыдущим оптимальным значением, т. е. 1p− , то в этом 

случае останавливаем алгоритм.  

9. Если пространство поиска p  достигло максимально допустимой 

сложности, останавливаем алгоритм.  

10. Переходим к п. 4. 

После остановки алгоритма выводим график зависимости критерия 

от p , а также получившийся тезаурус store_p, в котором модели уже 

отсортированы по сложности (размерности p) и указаны значения критерия 

(ошибки) для каждой модели.  

В качестве среды для реализации данного продукта был выбран Matlab 

компании The MathWorks, одним из решающих преимуществ которого 

является богатое «математическое окружение» готовых функций и 

компонентов систем, которые необходимы для реализации данного метода. 

Для решения задачи структурной идентификации в качестве основы 

был взят Genetic Algorithm Solver, который реализовывает метод ГА и 

является частью пакета Matlab. При использовании данного подхода ГА, 

реализованный в Matlab, будет производить пространственный поиск строго 

в рамках заданных границ. 

 

3.4 Идентификация авторегрессий дробного порядка с неизвестным 

отношением дисперсий помех 

 

Для моделирования во временных рядах широко используются модели 

с дробными разностями. Наиболее известной моделью является ARFIMA 

(авторегрессионная частично интегрированная скользящая средняя). 
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Известно, что для авторегрессионных моделей целого порядка 

авторегрессионные модели с аддитивным шумом могут превосходить по 

точности ARMA и авторегрессионные модели. Рассматривается класс 

авторегрессионных моделей с разностью дробного порядка. Представлен 

новый метод оценивания параметров авторегрессионных моделей с 

дробными разностями при наличии аддитивного шума с неизвестной 

дисперсией. 

Временной ряд описывается линейными стохастическими уравнениями 

с дробными разностями: 

1

1

.,m

r

i i i i i

m

m iz b z y z
  −

=

=  + = +    (3.46) 

Параметры могут быть определены из решения смещенной нормальной 

системы уравнений 

( )2 ˆˆ .T TC C H b C Y − =     (3.47) 

Если дисперсия шума неизвестна 
2

 , то необходимо использовать 

оценку дисперсии аддитивного шума 
2ˆ
 . Оценка дисперсии 

2ˆ
  может быть 

найдена как минимальное обобщенное сингулярное число 

( )min
ˆ , ,C L  =  

где  

( )min ,C L  – минимальное обобщенное сингулярное число матриц C  и L ; 

( ),C Y C=  
1 0

, .
0

TH L L H
H

  



+ 
= =  

 
 

В [120] представлен обзор методов оценки параметров авторегрессий 

целочисленного порядка с аддитивным шумом. Одним из наиболее точных 

оказался подход, предложенный в статье [186]. В данной статье используется 

обобщение этого подхода на случай авторегрессий с дробными разностями 

порядка. 

Максимального значения дисперсия 
2

max  достигает, если дисперсия 
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2 0 =  и определяется как 

( )2

mi

2

max n , maxC L = , 

где ( )min , maxC L – минимальные обобщенные сингулярные значения матриц 

C  и ,maxL  
1 0

, .
0

T

max max max maxH L L H
H

 
= =  

 
 

Истинное значение дисперсии принадлежит интервалу  

( )2 2

max0 .    

В [186] для определения дисперсии используются уравнения Юла – 

Уокера высокого порядка. Однако этот подход нельзя применить напрямую, 

так как невозможно получить вектор инструментальных переменных, 

используя запаздывающие значения. 

Минимизация функции ошибки для авторегрессии может быть записана 

как задача на собственный вектор: 

( )2 ˆˆ 0,TC C H b− =      (3.48) 

где 

1
.b

b

− 
=  
 

 

Уравнение (3.48) требует знания не только дисперсии аддитивного шума 

2 ,  но и дисперсии 
2

 . Чтобы исключить необходимость оценивать 
2

  и 
2

  

одновременно для авторегрессий дробного порядка, мы используем 

обобщенные инструментальные переменные, применение обобщенных 

инструментальных переменных для систем дробного порядка 

рассматривается в статье [119]. 

Вектор инструментальных переменных i  удовлетворяет равенству 

( )2lim 0,T

N
C C H b  

→
− =     (3.49) 

где 

( )1 ,T T r N

NC   =    
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( ) ( )1 1

2 2,..., , 0 ,r r

i i iy y H H 

  

− −=    =  

1
( )

0

1
lim , 1, , 1, ,

1

N
m kmk

i
i

N j
H m r k r

j jN N


 −

→
=

   −
= = =  

−  
  

Для конечной выборки равенство (3.49) не будет строгим, задача 

определения оценки дисперсии 
2ˆ
  может быть описана как задача 

минимизации квадратичной функции 

( )
( )

max0,
min ,J

 


 



    (3.50) 

где 

( ) ( ) ( )2 2 .
T

T T TJ b C C H C C H b        = − −  

На основе уравнений (3.46), (3.47) и (3.48) предложен итерационный 

алгоритм оценки параметров b̂  и дисперсии 
2ˆ
 . 

Шаг 1. Определить максимальное значение дисперсии 
2

max : 

( )m

2 2

max in , .maxC L =  

Шаг 2. Выбрать начальное значение из интервала ( )2 2

max0 .    

Шаг 3. Вычислить вектор параметров из уравнения (3.47): 

( )2 ˆˆ .T TC C H b C Y − =  

Шаг 4. Вычислить функцию ошибки (3.50): 

( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆ
.

T
T T TJ b C C H C C H b        = − −  

Шаг 5. Выбрать новое значение 
2

 . Выбор можно сделать с помощью 

одного из методов одномерной оптимизации. 

Шаг 6. Шаги 3–5 повторяются, пока не будет найдено значение, 

соответствующее минимуму. 

Представленный в данном пункте подход может быть распространен для 

оценивания величины дисперсии шума других моделей, рассмотренных во 

второй главе. 
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Выводы по главе 3 

 

1. Для улучшения обусловленности задачи идентификации 

динамических систем дробного порядка по неполным данным разработана 

расширенная система уравнений, эквивалентная нормальной смещенной 

системе уравнений, возникающей в задачах идентификации таких систем. 

2. Для идентификации динамических систем дробного порядка с 

очень плохой обусловленностью разработан итерационный метод для 

решения задач регуляризированных полных наименьших квадратов. Число 

обусловленности решаемых на каждой итерации оказывается меньше числа 

обусловленности систем уравнений полных наименьших квадратов с 

регуляризацией Тихонова. 

3. На основе разработанных методов и генетических алгоритмов 

разработан метод структурно-параметрической идентификации 

динамических систем дробного порядка с ошибками по всем переменным.  

4. Разработан метод идентификации авторегрессии дробного порядка 

с помехой в выходном сигнале, когда отношение «сигнал – шум» и 

дисперсия аддитивного шума неизвестны. 
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4 ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

ДИСКРЕТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДРОБНОГО 

ПОРЯДКА 

 

 

Исследования в области моделирования и численных методов на 

сегодняшний день всегда дополняются компьютерным моделированием 

разработанных методов. Строгое математическое обоснование 

разработанных методов, безусловно, является важным аргументом для их 

использования. Не менее важны и результаты компьютерного 

моделирования, подтверждающие теоретические исследования и 

возможность эффективной реализации разработанных методов на ЭВМ. В 

связи с этим реализация разработанных методов на ЭВМ и их тестирование 

являются актуальной задачей. 

Все разработанные во второй и третьей главе методы и алгоритмы 

реализованы в виде скриптов на языке Matlab, объединенных в программный 

комплекс. На скрипты получены свидетельства о государственной 

регистрации программ. 

 

4.1 Программный комплекс для идентификации динамических систем 

дробного порядка 

 

Программный комплекс состоит из следующих блоков: блока 

генерации исходных данных, блока идентификации параметров 

динамической системы дробного порядка, блока обработки результатов 

идентификации. 

1 Блок генерации исходных данных решает следующие задачи: 

1.1 Генерация входного сигнала (белый шум, сигнал с дробно-

рациональной спектральной плотностью, сигнал с дробно-

иррациональной спектральной плотностью, детерминированные 

сигналы). 
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1.2 Генерация возмущений во входном и выходных сигналах (белый 

шум, шум с дробно-рациональной спектральной плотностью, 

сигнал с дробно-иррациональной спектральной плотностью, 

детерминированные сигналы). 

1.3 Генерация отклика динамической системы дробного порядка 

(линейная динамическая система дробного порядка, 

авторегрессия с разностями дробного порядка, билинейная 

динамическая система дробного порядка, динамическая система 

класса Винера, динамическая система класса Гаммерштейна). 

Блок-схема для генерации исходных данных представлена на 

Рисунке 4.1. 

 

Рисунок 4.1 – Блок-схема генерации исходных данных 

 

2 Блок идентификации параметров динамической системы дробного 

порядка включает в себя: 

2.1 Метод наименьших квадратов (нормальная система уравнений).  

2.2  Метод обобщенных полных наименьших квадратов (смещенная 

нормальная система). 
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2.3 Метод инструментальных переменных (нормальная система 

уравнений, смещенная нормальная система). 

2.4 Метод обобщенных инструментальных переменных (нормальная 

система уравнений, смещенная нормальная система уравнений). 

 Блок-схема для идентификации параметров динамической системы 

дробного порядка показана на Рисунке 4.2. 

 

Рисунок 4.2 – Блок-схема генерации исходных данных 

3 Блок обработки результатов идентификации включает в себя: 

3.1. Расчет погрешности оценивания параметров. 

3.2. Расчет погрешности моделирования. 

3.3. Статистическую обработку серий вычислительных экспериментов. 

3.4. Визуализация полученных результатов. 

Блок-схема для обработки результатов идентификации представлена 

на Рисунке 4.3. 

 

Рисунок 4.3 – Блок-схема обработки результатов идентификации 

На Рисунке 4.4 представлена UML-диаграмма компонентов 

программного комплекса. 
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Системные требования:  

– Программное обеспечение: Matlab.  

– Процессор – процессор Intel или AMD.  

– Оперативная память – 2 Гб. 

– Операционная система – Windows 7.0 и выше. 

На Рисунке 4.5 представлено созданное в appDesigner Matlab меню 

программы при запуске: 

 

 

Рисунок 4.5 – Меню программы при запуске 

 

4.1.1 Аналоги программного комплекса для идентификации динамических 

систем дробного порядка 

Первым и наиболее известным программным комплексом, 

реализующим идентификацию динамических систем дробного порядка, 

является Crone toolbox [187–190], реализованный на языке Matlab.  
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Различные модули набора инструментов CRONE разрабатывались 

постепенно с начала девяностых. Каждый модуль занимается 

определенной темой приложения нецелочисленного дифференцирования. 

Он используется большинством университетских и промышленных 

научно-исследовательских лабораторий. Он использует как численные, так 

и символьные вычисления и предлагает функции визуализации и язык 

программирования высокого уровня.  

CRONE toolbox содержит следующие блоки  математических 

инструментов [197–190]: 

1. «Нецелочисленное (или дробное) дифференцирование»,  

2.«Нецелочисленное дифференциальное уравнение»,  

4. «Нецелочисленное характеристическое уравнение»,  

4. «Нецелочисленный комплексный дифференциальный оператор», 

5. «Обратное преобразование Лапласа нецелочисленной передаточной 

функции»,  

6. «Нецелочисленная дифференциальная система», 

7. «Идентификация нецелочисленной системы», 

8 «Системы управления».  

Блок идентификации представлен методов идентификации для 

непрерывных моделей для модели ошибки в уравнении и выходной ошибки. 

Другими известными программными комплексами, реализующими 

методы идентификации систем дробного порядка являются Fomcon toolbox 

[191] и Nineteger toolbox [192]. В данных комплексах реализованы методы 

идентификации непрерывных динамических систем дробного порядка с 

ошибкой в уравнении. 

Проведенный анализ показывает, что на сегодняшний день 

отсутствуют программные комплексы для идентификации дискретных 

динамических систем дробного порядка. Также в известных комплексах не 

реализованы методы идентификации систем дробного порядка при наличии 

возмущений во входном сигнале и для возмущений, описываемых дробными 
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шумами. Поскольку в разработанном программном комплексе реализованы 

новые методы идентификации систем дробного порядка при наличии 

возмущений во входном сигнале и для возмущений различных классов, в том 

числе описываемых дробными шумами, то этот программный комплекс 

представляет оригинальную разработку. 

 

4.2 Результаты вычислительных экспериментов для разработанных  

алгоритмов идентификации 

 

В данном разделе приводятся результаты тестирования алгоритмов для 

различных моделей на основе созданного программного обеспечения. 

Исходными данными являлись сгенерированные значения измеряемых 

величин, помех наблюдения с нулевым средним и определенной дисперсией. 

Алгоритмы сравнивались по следующим характеристикам: 

относительной погрешностью параметров:      

( ) ,100ˆ
0

0
00 −=  

относительной погрешности моделирования:  

%100ˆ −= zzzz , 

где ( ), ,
T

i Nz z z= −  вектор выходной ненаблюдаемой переменной, 

( )ˆ ˆ ˆ, ,
T

i Nz z z= −  оценка вектора выходной ненаблюдаемой переменной, 

полученная с помощью модели. 

В данном разделе сравниваются модификации алгоритма обобщенных 

полных наименьших квадратов с классическим методом наименьших 

квадратов. 

4.2.1 Тестирование алгоритма идентификации динамических систем 

дробного порядка с возмущениями в выходном сигнале 

Динамическая система описывается уравнениями: 

,5.04.05.0

4.02.02.05.0

)3(1.1)3(6.0)2(2.1

)2(6.0)1(4.1)1(7.0
1

7.1
1

9.0

iii

iiiiii

xxx

xxxzzz

−+−

−+−+−= −−
 (4.1) 
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,iii zy +=  

число входов модели d = 3, порядок модели .2
)3(

1
)2(

1
)1(

1 ==== rrrr  

Входные сигналы  описываются уравнениями: 

                         ,75.02.05.0
)(
4

)(
2

)(
1

)()(
3

)( j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i xx −−−− +−−=−   (4.2) 

где 
)( j

i – белый шум. 

Количество наблюдений .2000=N  

В Таблице 4.1 приведены средние значения и среднеквадратические 

отклонения относительных погрешностей, рассчитанные по 50 процедурам 

оценивания, для различных отношений «шум – сигнал».  

Таблица 4.1 – Результаты идентификации динамической системы дробного 

порядка с возмущениями в выходном сигнале 

 

z  
 z  

Разработанный 

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

Разработанный 

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

0.25 4.24±2.00 8.13±2.29 1.90±0.54 4.53±0.80 

0.5 10.03±8.13 21.70±6.23 4.52±2.97 9.73±2.62 

0.75 17.50 ±9.53 32.79±7.19 7.76±4.47 14.92±2.76 

1.0 24.42±10.86 39.38±8.97 10.46+4.01 18.86±2.05 

 

Рисунок 4.1 – График зависимости средних значений ±СКО от отношения 

«помеха – сигнал»  
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Рисунок 4.2 –  График зависимости  средних значений z ±СКО  

 

Приведенные результаты тестирования показывают, что предложенный 

метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов оказывается 

лучше в широком диапазоне изменения параметров: отношений “шум-

сигнал”, числа наблюдений, числа оцениваемых параметров. 

 

4.2.2 Тестирование алгоритма идентификации динамических систем 

дробного порядка с возмущениями по всем переменным 

Предложенный в предыдущем пункте алгоритм был реализован в 

Matlab. Динамическая система и входные сигналы описывается уравнениями 

(4.1) и (4.2) соответственно. 

Входные и выходные переменные содержат возмущения: 

,iii zy +=  
( ) ( ) ( ).j j j

i i iw x = +  

Количество наблюдений .2000=N  
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В Таблице 4.2 приведены средние значения и среднеквадратические 

отклонения относительных погрешностей, рассчитанные по 50 процедурам 

оценивания, для различных отношений «шум – сигнал».  

 

Рисунок 4.3 – Реализация выходного сигнала, рассчитанная по истинным 

и оцененным параметрам для отношения «шум – сигнал» ,75.0= z  

.75.0)()(
=

j
x

j

 
 

Таблица 4.2 – Результаты идентификации динамической системы дробного 

порядка с возмущениями по всем переменным 

 

z  

 
)()( j

x
j

  

  z  

Разработанный  

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

Разработанный 

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

0.25 0.25 6.26±4.15 15.72±6.68 4.31±4.66 10.91±5.21 

0.25 0.5 9.83±9.21 27.36±10.80 4.58±2.64 21.45±10.95 

0.25 0.75 21.60±26.90 40.76±16.39 8.78±7.94 36.13±15.56 

0.5 0.25 10.54±5.19 25.80±6.86 4.74±1.52 14.40±4.87 

0.5 0.5 15.55±10.76 35.31±10.09 7.33±4.89 26.87±11.57 

0.5 0.75 20.46±16.01 44.23±10.65 8.45±4.92 36.01±14.65 

0.75 0.25 15.98 ±6.05 35.02±6.06 7.32±1.56 18.77±5.26 

0.75 0.50 21.84 ±12.78 44.40±9.11 9.78±4.16 28.26±11.50 

0.75 0.75 26.20 ±14.06 51.63±11.64 11.48±5.16 38.85±12.52 
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Рисунок 4.4 – График зависимости средних значений  при различных 

отношениях «помеха – сигнал»  

 

Рисунок 4.5 – График зависимости средних значений z  при различных 

отношениях «помеха – сигнал»  
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Рисунок 4.6 – График зависимости средних значений ±СКО от числа 

наблюдений 
 

В Таблице 4.3 приведены средние значения и среднеквадратические 

отклонения относительных погрешностей при различном числе входов, 

рассчитанные по 50 процедурам оценивания, для отношений «шум – сигнал» 

,50.0= z  50.0)()(
=

j
x

j и N=2000. 

Таблица 4.3 – Результаты идентификации динамической системы дробного 

порядка с возмущениями по всем переменным с разным числом входов 

 

d  

  z  

Разработанный  

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

Разработанный 

метод 

(среднее±СКО), % 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

1 14.52 ±5.70 25.56±6.83 5.84±2.40 11.82±2.65 

3 18.02 ±11.73 37.59±9.59 6.79±2.28 22.89±9.45 

5 26.98 ±10.00 40.22±9.64 9.59±2.84 25.39±7.25 

10 36.73 ±10.48 44.75±6.04 12.73±2.61 27.97±5.11 

15 46.01 ±14.86 48.26±6.02 17.09±8.05 30.72±4.10 
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Рисунок 4.7 – График зависимости средних значений z ±СКО от числа 

наблюдений  

 
Рисунок 4.8 – График зависимости средних значений ±СКО от числа 

входов 
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Рисунок 4.9 – График зависимости средних значений z ±СКО от числа 

входов 
 

Приведенные результаты тестирования показывают, что предложенный 

метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов оказывается 

лучше в широком диапазоне изменения параметров: отношений “шум-

сигнал”, числа наблюдений, числа оцениваемых параметров. 

 

4.2.3 Тестирование алгоритма идентификации ARX-систем дробного 

порядка c возмущениями в выходном сигнале 

Предложенный в предыдущем пункте метод был реализован в Matlab. 

Динамическая система описывается уравнениями:  

0.9 1.7 0.7 (1) 1.4 (1) 0.6 (2)

1 1

1.2 (2) 0.6 (3) 1.1 (3)

0.5 0.2 0.2 0.4

0.5 0.4 0.5 ,

i i i i i i

i i i i

z z z x x x

x x x 

− −=  −  +  −  +  −

−  +  −  +
  (4.3) 

,iii zy +=  

входные сигналы описываются уравнениями (4.3). 



138 

 

Количество наблюдений .2000=N  

В Таблице 4.4 приведены средние значения и среднеквадратические 

отклонения относительных погрешностей, рассчитанные по 50 процедурам 

оценивания, для различных отношений «шум – сигнал».  

 

Таблица 4.4 – Результаты идентификации ARX-системы дробного порядка c 

возмущениями в выходном сигнале 

 

z  

 

z  

  z  

Разработанный  

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

Разработанный 

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

0.25 0.25 6.50±2.43 9.35±4.02 2.7±0.60 4.97±0.99 

0.25 0.5 9.26±4.07 11.99±4.95 4.86±0.98 5.27±1.10 

0.25 0.75 11.72±4.74 12.28±5.17 4.51±1.00 5.23±1.36 

0.5 0.25 11.58±4.52 20.55±5.48 4.98±1.31 9.43±1.53 

0.5 0.5 9.92±4.97 21.63±6.03 5.52±1.37 10.47±1.64 

0.5 0.75 11.35±4.43 20.11±4.64 4.74±1.49 9.09±1.51 

0.75 0.25 15.35 ±6.55 32.61±5.32 6.91±2.36 15.10±1.90 

0.75 0.50 20.77 ±9.86 36.87±8.89 8.81±4.16 16.48±2.86 

0.75 0.75 22.21 ±8.51 32.95±8.11 9.39±2.93 16.46±2.57 

 

Рисунок 4.10 – График зависимости средних значений  при различных 

отношениях «помеха – сигнал»  
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Рисунок 4.11 – График зависимости  средних значений z  при различных 

отношениях «помеха – сигнал»  

 

4.2.4 Тестирование алгоритма идентификации ARX-систем, 

описываемых уравнениями с разностями дробного порядка, 

с возмущениями во входных сигналах 

Динамическая система и входные сигналы описываются уравнениями 

(4.3) и (4.2) соответственно. 

Входные переменные содержат возмущения: 

i i iw x= + . 

Количество наблюдений .2000=N  

В Таблице 4.5 приведены средние значения и среднеквадратические 

отклонения относительных погрешностей, рассчитанные по 50 процедурам 

оценивания, для различных отношений «шум – сигнал».  
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Таблица 4.5 – Результаты идентификации ARX-системы дробного порядка с 

возмущениями во входных сигналах 

 
)()( j

x
j

  

 

z  

  z  

Разработанный  

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

Разработанный 

метод 

(среднее±СКО), 

% 

МНК  

(среднее±СКО), 

% 

0.25 0.25 5.42±2.56 10.44±5.79 2.42±0.94 7.80±4.63 

0.25 0.5 8.01±4.93 12.17±4.69 4.47±1.09 7.96±4.35 

0.25 0.75 12.58±5.60 14.89±5.68 4.34±1.10 7.54±4.60 

0.5 0.25 8.20±4.72 22.85±9.38 4.11±1.61 19.13±9.02 

0.5 0.5 14.54±8.31 24.77±10.62 5.51±2.12 18.19±10.01 

0.5 0.75 15.96±8.06 24.74±8.84 6.99±1.24 15.05±5.88 

0.75 0.25 21.50 ±34.12 37.02±12.80 7.78±7.45 34.10±14.57 

0.75 0.50 17.17 ±14.22 36.76±14.45 8.81±4.16 16.48±2.86 

0.75 0.75 20.96 ±12.54 34.38±10.99 8.336±4.19 26.15±9.45 
 

 

Рисунок 4.12 – Реализация выходного сигнала,  рассчитанная по истинным и 

оцененным параметрам для отношения «шум – сигнал» 0.25z  = , 

0.25z  =  
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Рисунок 4.13 – Реализация выходного сигнала,  рассчитанная по истинным и 

оцененным параметрам для отношения «шум – сигнал» ,75.0)()(
=

j
x

j
 

0.25z  =  

 

Рисунок 4.14 – График зависимости  средних значений  при различных 

отношениях «помеха – сигнал»  
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Рисунок 4.15 – График зависимости  средних значений z  при различных 

отношениях «помеха – сигнал»  

 

Приведенные результаты тестирования показывают, что предложенный 

метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов позволяет 

получать более точные оценки параметров системы дробного порядка, чем 

метод наименьших квадратов.  

 

4.2.5 Тестирование алгоритма идентификации ARX-систем, 

описываемых уравнениями с разностями дробного порядка, 

с возмущениями во входных и выходных переменных 

Динамическая система и входные сигналы описывается уравнениями 

(4.3) и (4.2) соответственно. 

Входные и выходные переменные содержат возмущения: 

,iii zy +=  ( ) ( ) ( ).j j j

i i iw x = +  
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Количество наблюдений .2000=N  

В Таблице 4.6 приведены средние значения и среднеквадратические 

отклонения относительных погрешностей, рассчитанные по 50 процедурам 

оценивания, для различных отношений “шум-сигнал”.  

 

Таблица 4.6 – Результаты идентификации ARX-систем, описываемых 

уравнениями с разностями дробного порядка, с возмущениями во входных и 

выходных переменных 

z




 

x




 

z




 

  z  

Разработанный  

метод 

(среднее±СКО)

, % 

МНК 

(среднее±СК

О),    % 

Разработанный 

алгоритм 

(среднее±СКО)

, % 

МНК 

(среднее±СК

О), % 

0.25 0.25 0.25 7.36±2.92 15.58±4.81 4.14±0.91 8.69±4.97 

0.25 0.25 0.5 10.11±4.47 14.62±5.77 4.88±2.30 9.35±4.03 

0.25 0.5 0.25 11.52±7.79 27.41±10.80 5.09±2.54 
22.23±12.6

4 

0.25 0.5 0.5 15.79±8. 27.68±10.41 5.55±2.32 
21.15±11.0

3 

0.5 0.25 0.25 11.40±4.82 26.31±7.29 4.99±1.22 19.13±9.02 

0.5 0.25 0.5 14.44±5.43 26.44±6.28 5.17±1.44 14.70±5.04 

0.5 0.5 0.25 15.51±6.04 34.63±9.75 6.55±2.13 24.32±9.96 

0.5 0.5 0.5 18.02±11.7 37.59±9.59 6.79±2.28 22.89±9.45 
 

Приведенные результаты тестирования показывают, что предложенный 

метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов позволяет 

получать более точные оценки параметров системы дробного порядка, чем 

метод наименьших квадратов.  

 

4.2.6 Тестирование различных реализаций идентификации систем, 

описываемых уравнениями с разностями дробного порядка, с 

возмущениями во входных и выходных переменных 

Приведенные выше результаты показывают преимущество 

предложенных методов по сравнению с методом наименьших квадратов. На 
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приведенных ниже примерах показаны результаты для различных 

реализаций разработанных методов.  

Входной сигнал – ступенчатая функция. Количество наблюдений 

200.N =   

Пример 1. Динамическая система описывается уравнениями:  

0.2 0.1 0.2 0.15

1 10.5 0.3 0.9 .i i i i iz z z x x− −=  +  +  +    (4.4) 

Отношение среднеквадратических отклонений помех 

310z  −= , 0.2x  = . 

Числа обусловленности для различных эквивалентных систем 

линейных алгебраических уравнений приведены в Таблице 4.7. 

Таблица 4.7 – Числа обусловленности матриц 

 

 

 

Результаты идентификации для различных эквивалентных систем 

линейных алгебраических уравнений приведены в Таблице 4.8. 

Таблица 4.8 – Результаты идентификации различными СЛАУ 

 

Пример 2. Динамическая система описывается уравнениями:  

0.2 0.19 0.2 0.15

1 10.5 0.3 0.9 ,i i i i iz z z x x− −=  +  +  +     (4.5) 

отношение среднеквадратических отклонений помех 

1010z  −= , 0.2x  = . 

Числа обусловленности для различных эквивалентных систем 

линейных алгебраических уравнений приведены в Таблице 4.9. 

 

( )( )1 1 2

2

T

U U I  − −  −  ( )2 A  ( )( )2 A k  

43.09 10  181 460  

  z  

СЛАУ 

(3.2) 

Разложение 

Холецкого 

СЛАУ (3.2), 

% 

Расширенные 

СЛАУ (3.6), 

(3.8) 

 

СЛАУ 

(3.2) 

Разложение 

Холецкого 

СЛАУ 

(3.2), % 

Расширенные 

СЛАУ (3.6), 

(3.8) 

 

4.55 4.55 4.55 1.03 1.03 1.03 
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Таблица 4.9 – Числа обусловленности матриц 

 

 

 

Результаты идентификации для различных эквивалентных систем 

линейных алгебраических уравнений приведены в Таблице 4.10. 

Таблица 4.10 – Результаты идентификации различными СЛАУ 

Пример 3. Динамическая система описывается уравнениями:  

0.2 0.199 0.2 0.15

1 10.5 0.3 0.9 ,i i i i iz z z x x− −=  +  +  +     (4.6) 

отношение среднеквадратических отклонений помех 

1410z  −= , 0.2x  = . 

Числа обусловленности для различных эквивалентных систем 

линейных алгебраических уравнений приведены в Таблице 4.11. 

Таблица 4.11 – Числа обусловленности матриц 

 

 

 

Результаты идентификации для различных эквивалентных систем 

линейных алгебраических уравнений приведены в Таблице 4.12. 

Таблица 4.12 – Результаты идентификации различными СЛАУ 

( )( )1 1 2

2

T

U U I  − −  −  ( )2 A  ( )( )2 A k  

182.58 10  91.62 10  103.10 10  

  z  

СЛАУ 

(3.2) 

Разложение 

Холецкого 

СЛАУ (3.2), 

% 

Расширенн

ые СЛАУ 

(3.6), (3.8) 

 

СЛАУ 

(3.2) 

Разложение 

Холецкого 

СЛАУ 

(3.2), % 

Расширенные 

СЛАУ (3.6), 

(3.8) 

 

1126.16 4.03 4.03 241.13 0.67 0.67 

( )( )1 1 2

2

T

U U I  − −  −  ( )2 A   ( )( )2 A k  

353.46 10  175.61 10  149.42 10  

  z  

СЛАУ 

(3.2) 

Разложение 

Холецкого 

СЛАУ (3.2), 

% 

Расширенн

ые СЛАУ 

(3.6), (3.8) 

 

СЛАУ 

(3.2) 

Разложение 

Холецкого 

СЛАУ 

(3.2), % 

Расширенные 

СЛАУ (3.6), 

(3.8) 

 

6528.96 235.58 0.1356 162.93 0.77 0.53 
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Примеры 1–3 показывают, что наименьшей устойчивостью обладает 

смещенная нормальная система (3.2). Наилучшие результаты показывают 

расширенные системы, эквивалентные нормальным (3.6) и (3.8). 

Динамическая система описывается уравнением: 

0.2 0.1999 0.3 0.2 0.15

1 1 10.5 0.3 0.3 0.9 ,i i i i i iz z z z x x− − −=  +  −  +  +   (4.7) 

,i i iy z = + .i i iw x = +  

Результаты были основаны на 50 независимых экспериментах Монте-

Карло. Количество точек данных N в каждом эксперименте было 200. 

Входной сигнал представлял собой ступенчатую функцию.  

На рисунке 4.16 показана переходная характеристика системы (4.7). 

 

Рисунок 4.16 – Переходная характеристика системы (4.7) 

Пример 4. Отношения «шум – сигнал» 
1210z  −=  и 

1210 .x  −=  

Зазор между сингулярными числами матрицы ( )1CU d

−  равен 

4.5199 0.0048g =   
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Таблица 4.13 показывает средние значения чисел обусловленности 

матрицы и стандартные отклонения.  

Таблица 4.13 – Числа обусловленности матриц 

Т 

 

 
 

Таблица 4.14 показывает средние значения времени решения и их 

стандартные среднеквадратические отклонения.  

Таблица 4.14 – Время идентификации различными СЛАУ 

СЛАУ (3.6) на основе 

LU-разложения, с 

СЛАУ (3.8) на основе 

LU-разложения, с  

СЛАУ (3.8) на основе 

LDLT-разложения, с 

0.0084 ± 0.0018 0.0050 ± 0.0038 0.0046 ± 0.0048 

 

Рисунок 4.17 – Гистограмма времени решения 

На рисунке 4.18 построена гистограмма нормированной 

среднеквадратической ошибки параметров. 

( )( )1 1 2

2

T

U U I  − −  −  ( )2 A   ( )( )2 A k  

8246.5 ± 886.6 90.684 ± 4.839 215.410 ± 14.147 
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Рисунок 4.18 – Нормализованная среднеквадратичная ошибка 

параметров 

Таблица 4.15 показывает средние значения нормализованной 

среднеквадратической ошибки оценки параметров и их стандартные 

отклонения. 

Таблица 4.15 – Результаты идентификации различными методами 

 

Пример 5. Отношения «шум – сигнал» 
1210z  −=  и 

110 .x  −=  

Зазор между сингулярными числами матрицы ( )1CU d

−  равен 

12(7.628 0.4828)10g −=  . 

Алгоритм на 

основе SVD 

[101], % 

СЛАУ (3.6) на 

основе LU-

разложения, % 

СЛАУ (3.8) на 

основе LU-

разложения, %  

СЛАУ (3.8) на 

основе LDLT-

разложения, % 

(2.542 ±2.005)10−7 (2.547 ± 2.032)10−7 (2.56 ± 2.166)10−7 (2.533 ± 2.058) 10−7 
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Таблица 4.16 показывает средние значения чисел обусловленности 

матриц и их стандартные отклонения.  

Таблица 4.16 – Числа обусловленности матрицы 

 

Т 

 

 

Таблица 4.17 показывает средние значения времени решения и их 

стандартные среднеквадратические отклонения.  

Таблица 4.17 – Время идентификации различными СЛАУ 

СЛАУ (3.6) на основе 

LU-разложения, с 

СЛАУ (3.8) на основе 

LU-разложения, с  

СЛАУ (3.8) на основе 

LDLT-разложения, с 

0.0087 ± 0.0068 0.0037 ± 0.0037 0.0036 ± 0.0023 

 

Рисунок 4.19 – Гистограмма времени решения 

На Рисунке 4.20 представлена гистограмма нормированной 

среднеквадратической ошибки параметров. 

( )( )1 1 2

2

T

U U I  − −  −  ( )2 A   ( )( )2 A k  

(1.6530 ± 0.1216)1038 (4.0269 ± 0.1828)1018 (6.4410 ± 0.1510)109 
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Рисунок 4.20 – Нормированная среднеквадратичная ошибка параметров 

Таблица 4.18 показывает средние значения нормализованной 

среднеквадратической ошибки оценки параметров и их стандартные 

отклонения. 

Таблица 4.18 – Результаты идентификации различными методами 

 

В Таблице 4.18 стандартные отклонения и средние значения 

нормализованной среднеквадратической ошибки параметров практически 

равны. Это связано с тем, что числа обусловленности были достаточно 

большими, а полученные оценки были чувствительны к исходным данным. 

В Таблице 4.18 стандартные отклонения для классического алгоритма 

значительно превышают средние значения нормализованной 

Алгоритм на 

основе SVD 

[101], % 

СЛАУ (3.6) на 

основе LU-

разложения, % 

СЛАУ (3.8) на 

основе LU-

разложения, %  

СЛАУ (3.8) на 

основе LDLT-

разложения, % 

1167.4 ± 1041.51 9.9926 ± 0.4832 9.9932 ± 0.4800 9.9936 ± 0.4824 
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среднеквадратической ошибки параметров. Это говорит о том, что в 

некоторых экспериментах результаты очень неточны, что говорит о том, что 

алгоритм численно нестабилен и не может быть применен без методов 

регуляризации. 

Как видно из примеров 4 и 5, обусловленность сильно зависит от 

отношения «сигнал – шум» на входе и выходе. Исследуем, как изменяется 

число обусловленности при изменении отношения «сигнал – шум» на входе 

и выходе. На выходе отношение сигнал/шум равно 
1210z  −= , а на входе 

отношение «сигнал – шум» равно 
( ) ( )12 0.2

10
m m

x 
− −

= . На рисунке 4.21 

показаны ( )( )2lg A   и ( )( )2lg ( )A k . Как видно из Рисунка 4.21, 

обусловленность предлагаемой расширенной системы ниже обусловленности 

системы (3.6). 

 

Рисунок 4.21 – Логарифмы чисел обусловленности ( )( )2lg A   (красная 

линия) и ( )( )2lg ( )A k  (синяя линия) 
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Результаты вычисления логарифмов числа обусловленности ( )( )2lg A   

и ( )( )2lg ( )A k , представленные на Рисунке 4.21 показывают, что числа 

обусловленности предложенной расширенной системы уравнений (3.8) 

меньше, чем у расширенной системы уравнений (3.6) в широком диапазоне 

отношения «сигнал – шум» на входе. 

4.2.7 Тестирование алгоритмов идентификации систем методом 

обобщенных инструментальных переменных с расширенными 

системами уравнений 

Протестируем методы инструментальных переменных на следующем 

примере:  

1 2

1 2
e e ,i ib t b t

i i
y A A − −
= + +     (4.8) 

параметры 1
b , 2

b  входят в уравнение (11) нелинейно, что осложняет 

процедуру идентификации. С помощью Z-преобразования представим 

уравнение (11) в виде разностного уравнения, линейного по параметрам, с 

ошибкой в выходном сигнале:  

1 1 2 2 1 1 2 2,i i i i iz c z c z d d − − − −= + + −    (4.9) 

,i i iy z= +  

где 1 1 2exp( ) exp( )c b t b t= −  + −  , 2 1 2exp( ) exp( ),c b t b t= −   −   1 1 2d A A= +  и 

2 1 1 2 2exp( ) exp( ),d A b t A b t= −  + −   i -дельта-функция. 

Для 2i   уравнение (4.9) примет вид: 

1 1 2 2,i i iz c z c z− −= + .i i iy z= +    (4.10) 

Для оценивания коэффициентов 1 2,c c  (4.10) не может быть применен метод 

наименьших квадратов, так как обобщенная ошибка не является белым 

шумом:  

1 1 2 2 1 1 2 2.i i i i i i iy c y c y c c− − − − = − − = −  −   

Протестируем алгоритмы на основе метода инструментальных 

переменных на примере динамической системы, описываемой уравнением: 
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0.999

4e 10e .i it t

i i
y − −
= + +     (4.11) 

 Число наблюдений равно 40N = . Интервал дискретизации 0.2t = . 

Для 2i   разностное уравнение, соответствующее уравнению (4.11), 

примет вид: 

1 21.637625268682286 0.670454123452141 ,

.

i i i

i i i

z z z

y z

− −= +

= + 
   (4.12) 

Выбор вектора инструментальных переменных: 

1) для простых инструментальных переменных (3.24), (3.25) 

( ) 2

3 4
, ,

T

i i i
y y

− −
 =   

2) для расширенных инструментальных переменных (3.28), (3.30) 

( ) 2

3
, , .

T N

i i i N
y y −

− −
 =   

 В Таблице 4.19 приведены обусловленности и погрешности оценивания 

параметров по формулам (3.24), (3.25), (3.28), (3.30) для гауссовского 

независимого шума со среднеквадратическим отклонением 
810−


 = .  

Таблица 4.19 – Результаты идентификации  

Метод идентификации cond2 c ,% 

Простые ИП (3.25) 5.4185e+08 13.08 

Простые ИП с расширенной 

системой (3.26) 
3.2920e+04 13.08 

Расширенные ИП (3.28) 7.11502e+15 95.61 

Расширенные ИП с 

расширенной системой (3.31) 
1.1928e+08 0.33 

МНК 1.2746e+16 95.61 

ПМНК 1.3271e+16 7.10 
 

Результаты идентификации, представленные в Таблице 4.19 

показывают, что наилучшую точность показывает предложенный метод 

расширенных инструментальных переменных с расширенной системой 

(3.31). 
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4.2.8 Тестирование идентификации систем дробного порядка 

с возмущениями во входных и выходных переменных методом 

обобщенных инструментальных переменных 

В данном пункте производится тестирование метода обобщенных 

инструментальных переменных, предложенного в предыдущей главе. 

Динамическая система определяется уравнением 

0.9 1.7 0.6 1.2

1 10.5 0.2 0.2 .i i i i iz z z x x− −=  −  +  −    (4.13) 

Входные и выходные переменные содержат возмущения. Входной 

сигнал без шума рассчитывается как 

1 2 1 20.8 0.6 1.7 0.5 ,i i i i i ix x x e e e− − − −+  +  = +  +    (4.14) 

где ie – белый шум. 

Оценки обобщенных инструментальных переменных определялись 

следующим образом: 

( ) ( )( ) ( )
1

2 2 2ˆ ,T T

GIV yH H H h         
−

=     (4.15) 

( ) ( )( )2 2H H H
       = −      (4.16) 

( )
2

2 2ˆ arg minV


 


 = ,      (4.17) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

2 2 2 2 2V .T T T T

y y y yh h h H H H H h                
−

= −    (4.18) 

Результаты основаны на 50 независимых симуляциях Монте-Карло. 

Количество точек данных N в каждом эксперименте составило 2000. Для 

каждого метода приведены среднее значение оцененных параметров и 

среднеквадратическое отклонение. 

Пример 1. Возмущения на входе и на выходе являются белым шумом. 

В качестве вектора инструментальных переменных может быть 

использован вектор со следующими значениями: 

( )( ) 0.9 1.7, , ,
T

i
y i iw w =   ( )( ) 0.6 0.2, , .

T
i

w i iw w =      (4.19) 
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С матрицей H
   , равной: 

( )
,2 2

,

0 0

0 0

H H
H

H H

 
 

   
   

 

 
 

 
   
 = =       

. 

1
( ) 2 2 ( )

 , 

0

1
,

N
m kmk mk

j

N j
H H

j jN N      

 
 

−

=

    −
=  =   

   
 1,2m = , 1,2,k =  

1
( ) 2 2 ( )

 , 

0

1
,

1

N
m kmk mk

j

N j
H H

j jN N      

 
 

−

=

    −
=  =   

−   
 1,m r= , 11, .k r=  

Таблица 4.20 – Относительная погрешность идентификации  

z   x   
ОИП ,% МНК ,% ПМНК ,% 

0.25 0.25 6.71±4.50 34.69±4.41 6.73±4.41 

0.50 0.50 17.39±9.06 44.06±7.27 17.39±9.06 

0.75 0.75 32.47±15.8 64.19±7.36 34.82±15.9 

Таблица 4.21 – Относительная погрешность моделирования 

z   x   
ОИПz ,% МНКz ,% ПМНКz ,% 

0.25 0.25 1.59±0.65 6.26±0.76 1.60±0.55 

0.50 0.50 4.29±1.51 18.27±1.27 4.70±1.33 

0.75 0.75 7.86±2.81 31.10±1.78 7.14±2.79 

 

Пример 2. Возмущения в выходной переменной с неизвестной 

автокорреляционной функцией возмущения во входной переменной дробный 

белый шум. Возмущения в выходной переменной описываются уравнением 

1 2 1 2 30.2 0.3 3 7 10 ,i i i i i i i      − − − − −+ − = + + +    (4.20) 

где i – белый шум. 

Возмущения во входной переменной – дробно-дифферецированный 

белый шум 
0.3

i . 

В качестве вектора инструментальных переменных могут быть 

использованы векторы (4.19). 
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С матрицей H
   , равной:  

( )
,2 2

,

0 0

0 0

H H
H

H H

 
 

   
   

 

 
 

 
   
 = =       

, 

1
( ) 2 2 ( )

 , 

0

0.3 0.31
,

N
m kmk mk

j

N j
H H

j jN N      

 
 

−

=

 + +    −
=  =   

   
 1,2m = , 1,2,k =  

1
( ) 2 2 ( )

 , 

0

0.31
,

1

N
m kmk mk

j

N j
H H

j jN N      

 
 

−

=

 +    −
=  =   

−   
 1,m r= , 11, .k r=  

Таблица 4.22 – Относительная погрешность идентификации 

z   x   
ОИП ,% МНК ,% ПМНК ,% 

0.25 0.25 6.46±4.02 24.39±4.48 57.11±5.81 

0.50 0.50 16.12±4.02 54.12±4.52 179.1±11.3 

0.75 0.75 29.12±4.02 54.12±4.52 224.1±15.2 

Таблица 4.23 – Относительная погрешность моделирования 

z   x   
GIVEz ,% 

LSz ,% GRQz ,% 

0.25 0.25 1.82±0.65 7.71±0.58 10.45±0.97 

0.50 0.50 5.37±1.80 24.77±1.02 - 

0.75 0.75 11.78±4.87 39.71±1.67 - 
 

Результаты моделирования показывают, что метод МНК дает 

смещенные оценки. Для белого шума точность оценок ОИП и ПМНК 

примерно одинакова. Для автокоррелированного шума ОИП имеет 

наилучшую точность, а ПМНК хуже, чем МНК. 

4.2.9 Тестирование идентификации систем дробного порядка 

с возмущениями во входных и выходных переменных на основе неявного 

итерационного алгоритма для решения задачи полных наименьших 

квадратов 

Для генерации тестовых примеров использовался Regularization toolbox 

[185]. Была сгенерирована матрица 2000 4A   с сингулярными числами 
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( )4 4 6 75 10 10 10 10 − −=  , истинный вектор ( )1 1 1 1
T

u = , вектор 

2000 4f A u= . К матрице 2000 4A   и вектору f  был добавлен гауссовский белый 

шум с нулевым средним и среднеквадратическим отклонением 

210f A  −= = . 

Алгоритм (3.38) сравнивался с классическим алгоритмом решения 

задач ПМНК [101], решением на основе расширенных систем [93], а также 

регуляризованными RTLS [120].  

( )2

min ,T T

n nA A E E u A f − + =     (4.21) 

Параметр  выбирался из интервала ( )2

min0,  с шагом 4 2

min10 − . 

Алгоритмы сравнивались по относительному среднеквадратическому 

отклонению параметров: 

0 2

0 2

ˆ
100%.

u u
u

u


−
= 

 

Таблица 4.24 – Результаты идентификации 

Метод оценивания u , 100% 2cond  

Алгоритм (3.37) c 1 1

min10 − −=  0.4696 2.04417 107 

Алгоритм (3.37) c 1 2

min10 − −=  0.2667 2.23768 107 

Алгоритм (3.37) c 1 5

min10 − −=  0.1686 2.26261 107 

ПМНК (3.6) 101.6234 2.73650 107 

ПМНК (3.8) 101.6234 6.23912 1010 

Регуляризованный ПМНК (4.21) 1.9964 5.2575 1016 

Сходимость алгоритмов по ku  с различными 
1−

. 
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Рисунок 4.22 – Относительная среднеквадратическая погрешность 

решения (3.37) на k-й итерации для различных значений параметра 1 – 
1 510− − =  ; 2 – 1 110− − =  ; 3 – 1 210− − =   

 

Погрешность регуляризации Тихонова (4.21) при различных 

4

min10i i −= . 

 

Рисунок 4.23 – Относительная среднеквадратическая погрешность решения 

в зависимости от выбора параметра 
4

min10i i −=
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Представленные в Таблице 4.24 и Рисунках 4.23 и 4.24 результаты 

показывают, что предложенная неявная итерационная схема для решения 

задачи полных наименьших квадратов позволяет получать наиболее точные 

оценки параметров для плохо обусловленных задач по сравнению с 

расширенными системами (3.6) и (3.8) и регуляризацией Тихонова задачи 

полных наименьших квадратов (4.21). 

 

4.2.10 Тестирование алгоритма структурно-параметрической 

идентификации систем дробного порядка с возмущениями во входных 

и выходных переменных 

В качестве системы для теста была выбранная следующая модель:  

0.9 1.7

1 1

0.7 (1) 1.4 (1) 0.6 (2) 1.2 (2) 0.6 (3)

0.5 0.2

0.2 0.4 0.5 0.5 .

i i i

i i i i i

z z z

x x x x x

− −=  −  +

+ −  +  −  + 
 (4.22) 

Число входных переменных d  = 3, где число коэффициентов для 

каждого входа: (1)

1 2r = , (2)

1 2r = , (3)

1 1r = , число коэффициентов для выходной 

переменной 2r= . Общее число коэффициентов данной системы равно 7, 

объем выборки N = 200. В Таблицах 4.28-4.30 приведены результаты 

структурно-параметрической идентификации предложенным алгоритмом для 

следующих отношений «шум – сигнал»:  

1. 
( ) ( )

0;
j j

z x    = =  

2. 0.2z  = , 
( ) ( )

0;
j j

x  =  

3. 
( ) ( )

0.2.
j j

z x    = =
 

Представленные результаты показывают, что число коэффициентов в 

модели r и 1r  предложенный алгоритм определяет точно. Увеличение числа 

коэффициентов по сравнению с истинной моделью практически не 

уменьшает погрешность моделирования. Точность определения порядков 

разностей   и   зависит от отношения «шум – сигнал». 
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Таблица 4.25 – Результаты идентификации для 
( ) ( )

0.0
j j

z x    = =  

r   
1r    Nz  

Число 

пара- 

метров 

1 0.369 [1 1 1] [1.707 0.019 0.645] 11.432 4 

1 0.346 [2 1 1] [0.678 0.075 0.889 0.945] 6.414 5 

2 [1.352 1.115] [2 1 1] [0.685 0.043 1.383 0.484] 2.597 6 

2 [1.624 0.938] [2 2 1] 
[0.700 1.398 0.598 1.232 

0.568] 
0.0007 7 

3 
[1.702 0.906 

1.500] 
[2 2 1] 

[0.699 1.428 0.585 1.220 

0.581] 
0.0002 8 

 

Таблица 4.26 – Результаты идентификации для 0.2z  = , 
( ) ( )

0;
j j

x  =  

r   1r    Nz  
Число 

пара- 

метров 

1 0.355 [1 1 1] [0.692 0.052 1.548]' 23,943 4 

1 0.351 [2 1 1] [0.717 0.008 0.742 0.715]' 16,886 5 

1 
0.286 

[2 2 1] 
[0.703 0.815 0.710 0.885 

0.661] 13,425 
6 

2 
[1.131 1.212] 

[2 2 1] 
[0.711 0.682 0.921 0.417 

1.189] 11,067 
7 

3 
[1.176 1.185]' 

[2 2 1] 
[0.706 -0.020 -0.103 1.564 

1.244 0.363] 10,965 
8 

 

Таблица 4.27 – Результаты идентификации для 
( ) ( )

0.2.
j j

z x    = =  

r   1r    Nz  
Число 

пара- 

метров 

1 0.223 [1 1 1] [0.790 0.222 1.710] 43,481 4 

1 0.261 [2 1 1] 
[0.790 0.190 0.720 

0.785] 
32,029 5 

2 [1.166 1.157] [2 1 1] [0.791 0.170 0.965 0.584] 28,670 6 

2 [1.029 1.258] [2 2 1] 
[0.765 0.917 0.940 0.695 

0.867] 

26,691

8 
7 

2 [1.114 1.138] [2 3 1] 
[0.761 0.444 0.557 0.500 

0.894 0.68]' 
26,516 8 
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Использование дополнительной априорной информации об этих 

значениях может существенно улучшить точность оценивания параметров. 

Следует отметить, что полученные модели с истинным числом 

коэффициентов имели практически идентичную погрешность с истинными 

моделями. 

 

4.2.11 Тестирование алгоритма идентификации авторегрессии  

дробного порядка с аддитивным шумом с неизвестным отношением 

дисперсий помех 

Предложенный в п. 3.4 алгоритм сравнивался с методом наименьших 

квадратов и алгоритмом, основанным на целевой функции с известным 

отношением дисперсии шума, рассмотренной в главе 2. 

Минимум целевой функции может быть найден из расширенной 

системы уравнений [94]. Результаты были основаны на 50 независимых 

симуляциях Монте-Карло. 

Пример 1. Модель авторегрессии описывается уравнением 

0.1

10.45 , ,i i i i i iz z y z −

−=  + = +    (4.23) 

отношение шум-сигнал 

0.5,z    =  

отношение дисперсий помех 

2.605 = . 

Количество точек данных N в каждой симуляции составило 10 000. 

Автокорреляционная функция авторегрессии без аддитивной помехи 

представлена на Рисунке 4.24. 
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Рисунок 4.24 – Автокорреляционная функция авторегрессии без аддитивной 

помехи 

 

Рисунок 4.25 – Функция ошибки ( )J   
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В Таблице 4.28 приведены результаты идентификации тремя методами. 

Таблица 4.28 – Результаты идентификации 

Относительная 

погрешность 
МНК,% 

Метод с известным 

отношением помех, % 

Метод с 

неизвестным 

отношением 

помех,% 

b  8.95±5.74 1.05±1.20 1.44±1.93 

z  44.50±15.42 12.88±9.88 14.55±10.98 

 

Пример 2. Модель AR описывается уравнением 

0.7

10.5 , ,i i i i i iz z y z −=  + = +     (4.24) 

отношение «шум – сигнал» 

0.5,z    =  

отношение дисперсий помех 

2.11 = . 

Количество точек данных N в каждой симуляции составило 2000. 

 

 

Рисунок 4.26 – Автокорреляционная функция авторегрессии без аддитивной 
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помехи

 

Рисунок 4.27 – Функция ошибки ( )J   

В Таблице 4.29 приведены результаты идентификации тремя методами. 

Таблица 4.29 – Результаты идентификации 

Относительная 

погрешность 
МНК,% 

Метод с известным 

отношением помех, % 

Метод с 

неизвестным 

отношением 

помех,% 

b  15.73±2.62 2.16±1.46 4.00±2.74 

z  26.70±2.36 5.82±4.47 7.13±5.39 

 

Результаты вычислительных экспериментов показывают, что 

предложенный алгоритм идентификации с неизвестными дисперсиями 

возмущений по точности незначительно уступает алгоритму с известным 

отношением дисперсий помех и значительно превосходит по точности 

получаемых оценок метод наименьших квадратов, также не требующий 

знания дисперсий. 
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4.2.12 Тестирование алгоритма идентификации билинейных систем 

дробного порядка c ошибками по всем переменным 

Стохастическая динамическая билинейная система описывается 

уравнениями: 

0.9 1.7 0.7 1.4 0.2

1 1 10.5 0.2 0.2 0.3 ,i i i i i i iz z z x x x z− − −=  −  +  −  +   

,i i iy z= + .i i iw x= +        (4.25) 

Вектор коэффициентов билинейной системы имеет вид  

( )0.7 0.4 0.3 0.7 0.2 0.2 .
T

 = −  

Входной сигнал ix  описывается уравнением 

1 2 1 20.8 0.6 1.7 0.5 ,i i i i i ix x x− − − −= −  −  +  +  +   

где i  – белый шум. 

Результаты основаны на 50 независимых симуляциях методом Монте-

Карло. Количество точек данных N в каждой симуляции составляло 2000. Для 

каждого метода приведены выборочное среднее и выборочное стандартное 

отклонение. Значение ненаблюдаемой выходной переменной, полученное 

после прохождения сигнала через истинную и оцененную системы показаны 

на Рисунках 4.28–4.30. 

 

Рисунок 4.28 – Ненаблюдаемая выходная переменная для случая 0.25z  =  

и 0.25x  =  (синяя линия истинная модель, красная линия предложенный 

критерий, зеленая линия МНК)  
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Рисунок 4.29 – Ненаблюдаемая выходная переменная для случая 0.5z  =  

и 0.5x  =  (синяя линия истинная модель, красная линия предложенный 

критерий, зеленая линия МНК)  

 

Рисунок 4.30 – Ненаблюдаемая выходная переменная для 0.75z  =  and 

0.75x  =  (синяя линия истинная модель, красная линия предложенный 

критерий, зеленая линия МНК) 
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Таблица 4.30 – Результаты идентификации 

Отношения «шум – сигнал» Относительная погрешность ± СКО 

z   
z    ,% LS ,% 

0.25 0.25 2.94±2.27 11.57±2.37 

0.50 0.50 8.49±5.14 25.81±2.20 

0.75 0.75 16.58±10.85 38.31±2.58 

 

Приведенные результаты тестирования показывают, что предложенный 

метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов позволяет 

получать более точные оценки параметров системы дробного порядка чем 

метод наименьших квадратов. 

 

4.2.13 Тестирование алгоритма идентификации ARX-систем дробного 

порядка класса Гаммерштейна c возмущениями в выходном сигнале 

Динамическая система класса Гаммерштейна описывается 

уравнениями:  

( ) ( )0.9 1.7 0.7 1.4

1 10.5 0.2 0.2 ,i i i i i iz z z f x f x − −=  −  + −  +  

( )( ) tanhi i if x x x= + , .i i iy z = +     (4.26) 

Входной сигнал описывается уравнением: 

1 1 2 40.5 0.2 0.75 ,i i i i i ix x    − − − −+  = −  −  +  

где i –  белый шум. 

Результаты основаны на 50 независимых симуляциях методом Монте-

Карло. Количество точек данных N в каждой симуляции составляло 2000. Для 

каждого метода приведены выборочное среднее и выборочное стандартное 

отклонение. 

В Таблице 4.31 приведены результаты идентификации двумя методами. 

 

 



168 

 

Таблица 4.31 – Результаты идентифкации 

Отношения «шум – 

сигнал» 
Относительная погрешность ± СКО 

z   
z    ,% LS ,% 

0.25 0.25 3.67±2.03 9.66±3.27 

0.25 0.50 4.91±2.51 9.45±4.05 

0.25 0.75 4.85±2.50 8.31±3.38 

0.50 0.25 8.81±6.72 25.12±5.69 

0.50 0.50 8.03±5.89 25.53±6.19 

0.50 0.75 9.26±6.11 21.91±5.85 

0.75 0.75 16.66±13.96 35.73±8.39 

 

Значения ненаблюдаемой выходной переменной, полученные после 

прохождения сигнала через истинную и оцененные системы, показаны на 

Рисунке 4.31. 

 

Рисунок 4.31 – Ненаблюдаемая выходная переменная для  

0.75z  =  и 0.75x  =  

Приведенные результаты тестирования показывают, что предложенный 

метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов позволяет 

получать более точные оценки параметров системы дробного порядка чем 

метод наименьших квадратов. 
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4.2.14  Тестирование рекуррентного алгоритма идентификации систем 

дробного порядка c комплексными коэффициентами c возмущениями 

по всем переменным 

Динамическая система описывается уравнениями: 

( ) ( )0.3 1.7
i i 1 i 1z 0.25 j0.5 z 0.2 j0.1 z− −= −  + − +  +  

( ) ( )0.2 1.8
i i1 j x 0.2 j x ,+ −  + − +   

,i i iy z= +  .i i iw x= +   

Коэффициенты комплексной линейной системы были заданы 

следующим образом: 

( )0.25 0.5 0.2 0.1 1 0.2 .
T

j j j j = − − + − − +  

Входной сигнал 
i

x  описывается как  

( )1 1 2 4
0.5 0.2 0.2 0.75 ,

i i i i i i
x x j

− − − −
= − +  − +  −   +     

где 
i
  – комплексный белый шум с нулевым средним. 

Последовательности шума  i ,  i   представляют собой комплексные 

гауссовские случайные величины. Дисперсии действительной и мнимой 

частей шума равны друг другу. 

Начальные значения вектора параметров равны нулю ( )0 0. =  

На Рисунках 4.32–4.34 представлены графики рассогласования оценок 

параметров в децибелах, которое определяется следующим образом: 

( )
( )

2

2

ˆ

20lg .
i

i

  − 
  =
 
 

 

Отношение «сигнал – шум» определяется как  

2

2
20lg ,z

out
SNR



 
=    

  

2

2
20lg .x

in
SNR



 
=    
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Рисунок 4.32 – Рассогласование оценок параметров SNRin= SNRout =30 dB:  

1 – РМНК; 2 – предложенный алгоритм 

 

 
Рисунок 4.33 – Рассогласование оценок параметров SNRin= SNRout =15 dB: 

1 – РМНК; 2 – предложенный алгоритм 
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Рисунок 4.34 – Рассогласование оценок параметров SNRin= SNRout =0 dB:  

1 – РМНК; 2 – предложенный алгоритм 

 

Приведенные на Рисунках 4.32-4.34 результаты тестирования 

показывают, что предложенный рекуррентный алгоритм идентификации 

позволяет получать более точные оценки параметров по сравнению с РМНК. 

 

4.2.15 Тестирование рекуррентного алгоритма идентификации 

авторегрессии Гегенбауэра с аддитивным шумом в выходном сигнале 

Временной ряд описывается уравнениями: 

 ( ) ( )
0.4

2
1 11 1.4 0.5 0.2 ,i i i iB B z z z − −− + − − = i i iy z = + .              (4.27) 

Количество наблюдений 5000.N =  Отношение “помеха сигнал” 

0.2z  = . 

Предложенный алгоритм сравнивался с рекуррентным методом 

наименьших квадратов (РМНК) по относительной погрешности оценивания 

параметров (Рисунок 4.35). 
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Рисунок 4.35 – Относительная погрешность оценивания параметров 

 

Динамическая система описывается уравнениями: 

( ) ( )tanhi i if x x x= + , 

( ) ( )0.9 0.9 0.9 1.4
1 10.5 0.2 0.2 ,i i i i i iz z z f x f x − −=  −  +  −  + i i iy z = + . 

Входной сигнал 
i

x  описывается как  

1 1 2 4
0.5 0.2 0.75 ,

i i i i i i
x x

− − − −
+ =  −  −   +     

где 
i
  – комплексный белый шум с нулевым средним. 

Начальные значения вектора параметров равны нулю ( )0 0. =  

На рисунках 4.36–4.38 представлены графики относительной 

погрешности параметров. 
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Рисунок 4.36 – Относительная погрешность параметров 

0.2z  = , 0.2z  = : 1 – предложенный алгоритм; 2 – РМНК 

 

Рисунок 4.37 – Относительная погрешность параметров 

0.5z  = , 0.2z  = : 1 – предложенный алгоритм; 2 – РМНК 
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Рисунок 4.38 – Относительная погрешность параметров 

0.7z  = , 0.2z  = : 1 – предложенный алгоритм; 2 – РМНК 

Приведенные на Рисунках 4.32-4.34 результаты тестирования 

показывают, что предложенный рекуррентный алгоритм идентификации 

позволяет получать более точные оценки параметров по сравнению с РМНК. 

 

4.3 Применение разработанных методов для идентификации  

параметров моделей в приложениях 

 

В данном разделе приводятся примеры применения разработанных 

методов, алгоритмов и программного обеспечения для идентификации 

параметров моделей асинхронного двигателя дробного порядка [193], 

гармонических и полигармонических сигналов [194–196], моделей трендов 

[197–200]. 
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4.3.1 Идентификация моделей дробного порядка асинхронного двигателя 

с учетом скин-эффекта с ошибками в переменных 

В настоящее время активно развиваются методы идентификации 

параметров асинхронных двигателей на основе эквивалентных схем. 

Существует огромное количество методов идентификации параметров 

моделей асинхронных двигателей. Обзор этих методов идентификации 

представлен, например, в [201, 202]. 

Оценка параметров асинхронных двигателей на основе обычного 

метода наименьших квадратов (МНК) и его рекурсивных модификаций 

рассматривается в [203–207]. Применение полного метода наименьших 

квадратов (ПМНК) и его рекурсивных версий было предложено в статьях 

[208–213]. 

Использование динамических моделей целочисленного порядка 

приводит к значительным погрешностям между измеренными сигналами и 

результатами, полученными при моделировании [214]. Наибольшие 

расхождения имеют асинхронные машины большой мощности с 

короткозамкнутым ротором, в этих машинах проявляется скин-эффект в 

стержнях клетки ротора, и асинхронный двигатель со сплошным ротором 

[215]. 

Использование моделей высокого целочисленного порядка, которые 

более точно учитывают скин-эффект в сплошном роторе асинхронного 

двигателя, приводит к значительному увеличению числа эквивалентных 

элементов схемы, но идентификация параметров моделей высокого 

целочисленного порядка очень сложна [216]. 

Другим подходом к повышению точности модели является 

использование дробного порядка моделей. Такие модели не могут быть 

описаны традиционными электрическими цепями. Описание таких моделей 

требует использования дробных производных. 

Производные дробного порядка широко применяются для описания 

различных процессов и явлений. Дифференцирование дробного порядка 
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является ценным инструментом для моделирования реальных процессов. 

Дробные вычисления широко используются для синтеза дробных 

регуляторов для различных электродвигателей. Рассмотрим некоторые из 

них: асинхронный двигатель [217–220], двигатель постоянного тока [221], 

синхронный двигатель с постоянными магнитами (СДПМ) [222]. Во всех 

этих статьях предполагается, что модели асинхронных двигателей имеют 

целочисленный порядок. 

Гораздо меньше статей посвящено моделированию и идентификации 

асинхронных двигателей с помощью моделей дробного порядка. В работах 

[223–226] предлагается представить скин-эффект в сплошном роторе с 

помощью сопротивления и индуктивности с фиксированными значениями и 

индуктивности дробного порядка в зависимости от частоты индуцированных 

вихревых токов. 

В статье [226] рассмотрен частотный метод идентификации моделей с 

индуктивностью дробного порядка. Идентификация моделей с дробной 

индуктивностью на основе модели выходной ошибки (OE) исследуется в 

[227]. Путем контроля параметров асинхронного двигателя можно 

диагностировать неисправности. В статье [228] предлагалось 

диагностировать короткое замыкание в одной из обмоток статора, уменьшая 

сопротивление статора, или определять оборванные стержни ротора, 

увеличивая сопротивление ротора. Аналогичные методы диагностики можно 

применять и к моделям дробного порядка. Точность диагностики зависит от 

точности оцениваемых параметров. Это делает актуальной разработку 

методов идентификации моделей дробного порядка. 

Впервые в диссертации рассматривается идентификация дробных 

моделей асинхронного двигателя с ошибками в переменных. Ранее 

предлагались либо модели дробной выходной ошибки [227], либо 

целочисленные модели с ошибками в переменных [208–213]. Токи и 

напряжения всегда измеряются с ошибками, что приводит к тому, что 

необходимо идентифицировать систему с шумами во входных и выходных 
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сигналах. Применение стандартных методов, таких как OLS, к таким задачам 

приводит к смещенным оценкам. Впервые проведено сравнение трех 

моделей асинхронного двигателя дробного порядка с ошибками в 

переменных на предмет помехоустойчивости. 

Показано, что при наличии ошибок измерения тока и напряжения 

обобщенные суммарные наименьшие квадраты позволяют получать более 

точные оценки параметров, чем обычные наименьшие квадраты. Показано, 

что оценки параметров МНК могут приводить к некорректной работе 

системы диагностики неисправностей. 

Постановка задачи. Наиболее распространенной является модель цепи 

Т-формы асинхронного двигателя. Модели цепи Т-формы на самом деле 

сложнее, чем необходимо. Их можно преобразовать в более простые модели 

без потери информации или точности [229]. Эта конфигурация была 

обозначена как Г-форма из-за структуры ее двух индуктивностей.  

 

Рисунок 4.39 – Γ-образная эквивалентная схема асинхронного двигателя 

Эквивалентное сопротивление схемы замещения асинхронного 

двигателя на Рисунке 4.39 определяется как 

( )
( )
( )

.m r

s

m r

sL Z s
Z s R

sL Z s
= +

+
     (4.28) 

Эквивалентная схема, приведенная на рисунке 4.39, не описывает скин-

эффекты, типичные для реальных асинхронных двигателей. Для 

моделирования скин-эффектов можно использовать модели с производными 
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нецелого порядка. Заменим резистор rR  и индуктивность rL  на комплексное 

сопротивление rZ . Эквивалентная схема показана на рисунке 4.40. 

 

Рисунок 4.40 – Γ-образная эквивалентная схема асинхронного двигателя 

Известны различные модели с производными нецелого порядка. Это 

модель с одной дробной производной [226]: 

( ) ,r

a s
Z s

b

+
= 0

0

     (4.29) 

или с двумя дробными производными [227] 

( )
.

,r

a s a s
Z s

s s b

 



++ +
=

+

0 5
0 1

0 1

    (4.30) 

существует трехпараметрическая модель [215] 

( ) .r r r rZ s R sL s a= + +     (4.31) 

Соотношение между током статора и напряжением статора 

определяется как 

( )
( )
( )

,
U s

I s
Z s

=      (4.32) 

где ( )U s напряжение статора, ( )I s ток статора. 

В реальных условиях токи и напряжения всегда измеряются с шумом 

( ) ( ) ( ),uu t u t e t= + ( ) ( ) ( ),ii t i t e t= +     (4.33) 
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где ( )ie t , ( )ue t  – аддитивные белые гауссовские шумы с нулевыми средними. 

Предполагается, что они не коррелированы с сигналом напряжения и 

сигналом тока. 

Проблема идентификации асинхронного двигателя заключается в 

оценке вектора неизвестных параметров по измеренным значениям тока 

статора и напряжения статора. Вектор параметров импеданса (4.28) для 

модели ( )rZ s  (4.29) равен 

( )
T

s mR L a b = 0 0     (4.34) 

для модели ( )rZ s  (4.30)  

( )
T

s mR L a a b b = 0 1 0 1    (4.35) 

для модели ( )rZ s  (4.31)  

( )
T

s m r r rR L R L a = .   (4.36) 

ОПМНК-алгоритм для идентификации асинхронного двигателя 

Выразим значение импеданса через физические параметры 

эквивалентных схем. Значение импеданса ( )Z s  (4.28) для модели ( )rZ s  (4.29): 

( )
( )

,m m m s s s

m

L s L a L R b s R s R a
Z s

L b s s a

 



+ + + + +
=

+ +

1
0 0 0

0 0

   (4.37) 

значение импеданса ( )Z s  (4.28) для ( )rZ s  (4.30)  

( )
( ) ( ). .

.
,m m m s s m m s s s

m m

L s L a L R b s R s L a L R b s R a s R a
Z s

L b s s L b s a s a

   

  

+ + +

+ +

+ + + + + + +
=

+ + + +

1 5 1 0 5
1 1 0 0 1 0

1 0 5
1 0 1 0

(4.38) 

значение импеданса ( )Z s  (4.28) для ( )rZ s  (4.31)  

( )
( )

( )
m r m r m r m s r s s s r

m r r r

L L s L a s L R L R L R s R a s R R
Z s

L L s a s R

 



++ + + + + +
=

+ + +

2 1
1 . (4.39) 

Уравнение (4.32) во временной области для импедансов (4.34)–(4.36) 

определяется как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m s s s mL D i t L a L R b Di t R D i t R a i t L b Du t D u t a u t  + + + + + = + +1
0 0 0 0 0

(4.40) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. .

. ,

m m m s s m m s s

s m m

L D i t L a L R b D i t R D i t L a L R b Di t R a D i t

R a i t D u t L b D u t L b Du t a D u t a u t

   

  

+ + +

+ +

+ + + + + + +

+ = + + + +

1 5 1 0 5
1 1 0 0 1

0 5 1
0 1 0 1 0

(4.41) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m r m r m r m s r s s s r

m r r r

L L D i t L a D i t L R L R L R Di t R a D i t R R i t

L L Du t a D u t R u t

 



++ + + + + + =

= + + +

2 1
1

 

(4.42) 

Здесь ( )D i t  – дробный оператор Грюнвальда – Летникова.  

( ) ( )
 

( )lim ,
t h

k

h
k

D i t i t kh
kh







→
=

 
= − − 

 


0
0

1
1  

где h  – период дискретизации.  

Уравнения (4.40)–(4.42) в матричной форме могут быть записаны как 

( ) ( ) ,i t t =       (4.43) 

Для уравнения (4.40): 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,
T

i t D i t Di t D i t  += − − −1  ( ) ( ) ( ) ( )( ),u t Du t D u t u t =  

( )
T

i u

sR a
  =

0

1
, ( ),i m m m s sL L a L R b R = +0 0 ( )u mL b a = 0 01 , 

для уравнения (4.41): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ). . ,t D i t D i t D i t Di t D i t    + + += − − − − −1 5 1 0 5  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ). ,u t D u t D u t Du t D u t u t   + += 1 0 5  

( )
T

i u

sR a
  =

0

1
, ( ),i m m m s s m m s sL L a L R b R L a L R b R a = + +1 1 0 0 1  

( )u m mL b L b a a = 1 0 1 01 , 

для уравнения (4.42): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,
T

i t D i t D i t Di t D i t  += − − − −2 1

( ) ( ) ( ) ( )( ),u t Du t D u t u t = ( )
T

i u

s rR R
  =

1
,

( ),i m r m r m r m s r s s rL L L a L R L R L R R a = + + ( )u m r r rL L a R = + . 
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Для зашумленных токов ( )i t  и напряжений ( )u t , уравнение (4.43) 

описывается как  

( ) ( ) ( ),i t t t  = +       (4.44) 

где 

( )( ) ( )i et e t t  = + , ( ) ( ) ( )e t t t  = − . 

Вычисление дробной производной из зашумленных данных является 

серьезной проблемой при идентификации дробной системы, что приводит к 

большим ошибкам. Поэтому сигналы должны обрабатываться фильтром 

переменной состояния (SVF), предложенным в [228]. SVF определяется 

следующим уравнением: 

( ) ,L s
s






 
=  

+ 
      (4.45) 

  – это целое число, выбранное таким образом, что .  +1 5  и   

обозначает частоту среза фильтра. Выбор числа   является компромиссом 

между сложностью фильтра и качеством фильтрации. Однако увеличение 

порядка для больших значений дает очень небольшое увеличение качества 

фильтрации. 

Отфильтрованные входные и выходные сигналы ( )fi t  и 

( )fu t определяются следующим образом: 

( ) ( ) ( )fi t L s i t=  , ( ) ( ) ( ).fu t L s u t=      (4.46) 

Используя отфильтрованные входные и выходные сигналы, уравнение 

(4.46) можно переформулировать как 

( ) ( ) ( ).f f fi t t t  = +     (4.47) 

Уравнение (4.47) в дискретном времени описывается как  

( ) ( ) ( ).f k f k f ki t t t  = +      (4.48) 

Предполагается, что порядок уравнения уже известен, и наша цель – 

оценить только коэффициенты дробного дифференциального уравнения. Для 
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этого мы будем использовать обобщенные общие наименьшие квадраты. 

Решение обобщенных общих наименьших квадратов сводится к нахождению 

минимума целевой функции: 

min ,
f f

T T

I

I

W



  

 −

+

2

2
     (4.49) 

где  = 
2
– евклидова норма, W – диагональная матрица дисперсий шума, 

( )

( )

,

f

f

f n

i t

I

i t

 
 

=  
 
 


1 ( )

( )

,

f

f

f N

t

t





 
 

 =  
 
 


1

 

( )( ) ,
N

i f i f

i

i t i
N


=

= −
−


2

2

1

1

1
 ( )

N

f f i

i

i i t
N =

= 
1

1
. 

Метод полных наименьших квадратов предполагает, что дисперсия 

шума одинакова во всех столбцах и в правой части. Это предположение не 

выполняется для уравнения (4.48). Вычисление точного значения дисперсии 

шума каждого столбца является очень сложной задачей. Предположим, что 

использование фильтра SVF позволяет достичь приблизительно равного 

отношения сигнал/шум в каждом столбце. Тогда нормализация позволит 

получить приблизительно равные дисперсии шума в каждом столбце. 

Стандартные отклонения для каждого столбца определяются как 

( ) ( )( )( ) ( ) ,
N

j j j

f f k f

k

t
N

  
=

= −
−


2

1

1

1
    (4.50) 

где ( )( ) ( ) ,
N

j j

f f k

k

t
N

 
=

= 
1

1
 ( )j

f  j-ый столбец матрицы f . 

Обобщенную задачу полных наименьших квадратов (4.49) можно 

свести к задаче наименьших квадратов 

 min ,
n

fn n f

n

I







 −

+

2

2
1

     (4.51) 

где 
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( ) ( )
( )

j j I
fn f j






 =  

( )j

n

I

 


= . 

Минимум функции (4.51) может быть найден как решение смещенной 

нормальной системы уравнений:  

( ) ˆ ,T T

fn fn n fn fE I   − =2    (4.52) 

( )ˆ .T T

n fn fn fn fE I 
−

=   − 
12    (4.53) 

где  – минимальное сингулярное число матрицы ( ),fn fE , E – единичная 

матрица. 

Расширенная симметричная система уравнений, используемая для 

решения  полных наименьших квадратов (4.51) 

.
fn ffn

T

fn n

E I

E

  

 

−     
=     

    

1

0
   (4.54) 

Выполним обратную замену переменной 

( )
ˆ ˆI

nj




 


= . 

Определим оценки параметров̂  из оценок ˆ . Для модели импеданса 

(4.29): 

ˆ
ˆsR


=

6

1
 , 

ˆ
ˆ ,

ˆ
b




= 4

0

1

ˆ
ˆˆˆ ,

ˆ sa R b



= −2

0 0

1

ˆ ˆˆ ˆ ,m sL R b= 1 0    (4.55) 

для модели импеданса (4.30) 

ˆ
ˆsR


=

10

1
 , 

ˆ
ˆ ,

ˆ
b




= 8

0

1

ˆ ,
ˆ ˆ

s

a
R

=0

6

1 ˆˆ ˆ ,a a=1 5 0

ˆ ˆ ˆˆ ,
ˆ

s
m

R a
L

b


= 8 0

0

ˆ ˆˆ ˆˆ .
ˆ ˆ

s m

m s

R a L a
b

L R

−
= 0 1

1 (4.56) 

Для модели импеданса (4.31) 

ˆ
ˆsR


=

7

1
, 

ˆ
ˆ

ˆmL



= 2

6

, 

( )
ˆ

ˆ ˆ ˆ
r

m

L
L 

=
−5 2

1

1
, 

( )
ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ

m r
r

s

L L
R

R

+
=

5

, 
ˆ ˆ ˆ

ˆ .
ˆ

s r
d

m

R R
L

L


= 2 (4.57) 
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Если порядок дифференцирования   неизвестен, как это часто бывает 

на практике, рассмотрим оценку порядка вместе с оценкой коэффициентов 

передаточной функции. Использование обобщенных полных наименьших 

квадратов возможно, когда дробный порядок известен априори. В этой части 

описывается алгоритм расширения метода идентификации, представленного 

выше, для случая, когда порядок   неизвестен. Алгоритм основан на 

комбинации обобщенного метода полных наименьших квадратов для оценки 

коэффициентов и нелинейного алгоритма оптимизации порядка 

дифференцирования. Задача идентификации параметров представлена как 

минимизация функционала. Поэтому основной целью этого подхода является 

уменьшение остаточной ошибки относительно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1
2min T TI

f fn fn fn fn fj
J I E I





     



− 
= −    −  

 
 

. (4.58) 

Целевая функция (4.58) зависит от одного параметра. Из априорных 

знаний следует, что для модели импеданса (4.29)  0.7 0.9   и 

 0.4 0.6   для моделей (4.30) и (4.31). Минимум функции можно найти 

одним из стандартных методов оптимизации функции одной переменной. 

Результаты тестирования алгоритмов. Оценки параметров, 

полученные на основе GTLS из целевых функций (4.51), (4.58), сравнивались 

с оценками LS, определенными как 

( )
1ˆ

,T T

LS f f f fI
−

=        (4.59) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1

min T T

LS f f f f f fJ I I


    
−

= −       (4.60) 

Для моделирования передаточных функций дробного порядка 

использовался toolbox Matlab FOMCON. Период дискретизации h = 0,0002 с. 

Количество точек данных N в каждом эксперименте 10 000. 

Пример 1. Модель импеданса ( )rZ s
 
описывается уравнением (4.29). 

Истинный вектор параметров равен 
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( )9.52 0.53 57.04 17.04 0.8
T

 =   (4.61) 

Функция проводимости ( )Y s  определяется как 

 ( )
( )

0.8

1.8 0.8

1 9.0312 57.03

0.53 116.2029 9.52 542.9256

s s
Y s

Z s s s s

+ +
= =

+ + +
.  (4.62) 

Отношение среднеквадратических отклонений «сигнал – шум» равно 

 210 .u eu i eiSNR    = = =  

На Рисунке 4.41 показана диаграмма Боде системы, определяемой 

уравнением (4.62). 

 

Рисунок 4.41 – Диаграмма Боде системы (4.62) 

SVF-фильтр выбран как: 

( )
4

97
,

97
L s

s

 
=  

+ 
     (4.63) 



186 

 

 

Рисунок 4.42 – Функция ( )LSJ   для системы (4.62) 

 

Рисунок 4.43 – Функция. ( )J   для системы (4.62) 

В Таблицах 4.32 и 4.33 приведены оценки параметров для отношения 

«сигнал – шум», равного 100.SNR =  
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Таблица 4.32 – Результаты идентификации расширенного вектора   

  ˆ
LS  ˆ

LS ,% ˆ
GTLS  ˆ

GTLS ,% 

49.7619 10−  49.0069 10−  7.7348 49.9152 10−  1.5701 

0.2140 0.2111 1.3780 0.2207 3.1084 

0,0175 0,0183 4.4481 41.7890 10−  98.9797 

0.0166 0.0162 2.5177 0.173 3.8664 

0.0018 0.0021 16.6910 43.0271 10−  83.5653 

0.1050 0.1047 0.3104 0.1047 0.3398 

 

Таблица 4.33 – Результаты идентифкации физических параметров 

Физические 

параметры 
  ˆ

LS  ˆ
LS ,% ˆ

GTLS  ˆ
GTLS ,% 

sR  9.52 9.5496 0.3114 9.5525 0.3409 

mL  0.53 0.5368 1.2863 0.5316 0.2928 

0a  57.03 62.4117 9.4336 56.1215 1.5930 

0b  17.04 5.6653 28.4394 17.4248 2.2584 

  0.8 0.8134 1,6750 0.8012 0.150 

 

Пример 2. Модель импеданса ( )rZ s описывается уравнением (4.30). 

Истинный вектор параметров равен 

( )9.52 0.53 57.04 9.11 17.04 0.12 0.45
T

 =
.
 (4.64) 

Функция проводимости ( )Y s  определяется как 

( )
( )

1.45 0.95 0.45

1.95 1.45 0.95 0.45

1 9.0312 0.0636 9.11 57.03
,

60.53 5.4338 9.5 2 8 . 57272 116. 542.92 6

s s s s
Y s

Z s s s s s s

+ + + +
= =

+ + + + +
 

(4.65) 

отношение среднеквадратических отклонений «сигнал – шум» равно 

 
45 10 .u eu i eiSNR    = = =   

На Рисунке 4.44 показана диаграмма Боде системы, определяемой 

уравнением (4.102). 

SVF фильтр выбран как 
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( )
4

510
,

510
L s

s

 
=  

+ 
    (4.66) 

В Таблицах 4.34 и 4.35 приведены оценки параметров для отношения 

«сигнал – шум», равного 100.SNR =  

 

Рисунок 4.44 – Диаграмма Боде системы (4.65) 

Таблица 4.34 – Результаты идентификации расширенного вектора   

  ˆ
LS  

ˆ
LS  

ˆ
GTLS  

ˆ
GTLS  

49.762 10−  49.457 10−  3.1195 49.769 10−  0.0708 

0.0100 39.996 10−  0.4765 0.0100 0.0238 

00175 0.0151 13.8781 0.0164 6.4449 

0.2140 0.2151 0,5211 0.2151 0.4967 

0.1597 0.1590 0.4185 0.1601 0.2315 
31.841 10−  31.791 10−  2.7572 31.843 10−  0.7486 
41.171 10−  49.357 10−−   898.76 43.695 10−  68.453 

0.0166 0.0176 5.6452 0.0167 0.4351 

0.0168 0.0167 0.2109 0.0168 0.02053 

0.1050 0.1051 36.497 10−  0.1050 31.2708 10−  
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Таблица 4.35 – Результаты идентифкации физических параметров 

Физические 

параметры 
  ˆ

LS  ˆ
LS  ˆ

GTLS  ˆ
GTLS  

sR  9.52 9.5206 0.0065 9.5199 0.0049 

mL  0.53 0.5280 0,3726 0.5301 0.0269 

0a  57.04 58.6432 2.8287 57.0057 0.0427 

1a  9.11 9.3285 2,3998 9.1272 0.1888 

0b  17.04 18.5816 9.0469 17.1035 0.3724 

1b  0.12 0.1264 5.3507 0.1172 2.3531 

  0.45 0.445 1.1111 0.449 0.2222 

 

Рис 4.45 – Функция ( )LSJ   для системы (4.65) 

 

Рисунок 4.46 – Функция ( )J   для системы (4.65) 
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Пример 3. Модель импеданса ( )rZ s описывается уравнением (4.31). 

Истинный вектор параметров равен 

( ). . . . . .
T

 = 9 52 0 53 0 85 0 0012 1 303 0 45 .  (4.67) 

Функция проводимости ( )Y s  определяется как 

( )
( )

.

. .

. . .
.

. . . . .

s s
Y s

Z s s s s s

+ +
= =

 + + + +

1 45

4 2 1 45 0 45

1 0 5312 1 303 0 85

6 36 10 0 6906 5 5075 12 405 8 092
(4.68) 

Отношение среднеквадратических отклонений «сигнал – шум»:  

.u eu i eiSNR    = = = 310  

SVF определен как: 

( )
.

,
.

L s
s

 
=  

+ 

4
30 7

30 7
    (4.69) 

На Рисунке 4.47 показана диаграмма Боде системы, определяемой 

уравнением (4.68). 

 

Рисунок 4.47 – Диаграмма Боде системы (4.68) 
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Рисунок 4.48 – Функция ( )LSJ   для системы (4.68) 

 

Рисунок 4.49 – Функция ( )J   для системы (4.68) 
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В Таблицах 4.36 и 4.37 приведены оценки параметров для отношения 

«сигнал – шум», равного 1000.SNR =  

Таблица 4.36 – Результаты идентификации расширенного вектора   

  ˆ
LS  ˆ

LS ,% ˆ
GTLS  ˆ

GTLS ,% 
57.859 10−  42.358 10−  200.02 57.7041 10−  1.9783 

0.0853 0.0890 4.2894 0.0851 0.2677 

0.6806 0.7105  4.3891 0.6810 0.0539 

1.5329 1,7989 17.3489 1.5425 0.6201 

0.0656 0.0669 1.9870 0.0655 0.1878 

0.1610 0,1904 18.2696 0.1622 0.7486 

0.1050 0.1044 0.5747  0.1049 0.1136 

Таблица 4.37 – Результаты идентифкации физических параметров 

Физические 

параметры 
  ˆ

LS  ˆ
LS ,% ˆ

GTLS  ˆ
GTLS ,% 

sR  9.52 9.5206 0.3584 9.5308 0.1137 

mL  0.53 0.4281 19,2259 0.5247 1.0108 

rR  0.85 1.2154 42.3944 0.8506 0.0744 

rL  0.0012 0.0015 28.4394 0.0012 0.9381 

ra  1.3030 1.5407 18.2424 1.3152 1.7956 

  0.45 0.442 1.1778 0.451 0.222 

Результаты, показанные в примерах 1–3, выявляют, что обычные 

наименьшие квадраты имеют более неточные оценки, чем предлагаемая 

модификация GTLS. Примеры 1 и 3 иллюстрируют, как наличие шума влияет 

на появление ложной неисправности. В примере 1 истинное сопротивление 

ротора и его оценки составляют . ,rR a b= =0 0 3 347  

_
ˆ .r lsR = 11 007 , _ .ˆ .r gtlsR = 3 221  В примере 3 сопротивление ротора и его оценки 

составляют . ,rR = 0 85 _
ˆ . ,r lsR = 1 215 _

ˆ
r gtlsR = 08506 . Оценки OLS сильно 

завышены, что может быть неверно истолковано как сломанные стержни 

ротора. 

Результаты моделирования показывают, что модель (4.29) позволяет 

идентифицировать параметры при наименьшем отношении сигнал/шум. 
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Недостатком модели (4.29) является плохая точность на высоких частотах. 

Модель (4.30) является наиболее точной из рассмотренных в данной статье. 

Однако она весьма чувствительна к шуму. Следует отметить, что из-за 

наличия в векторе регрессии производной первого порядка и производной 

третьего порядка задача является плохо обусловленной. Модель (4.31) 

занимает промежуточное положение между моделью (4.29) и моделью (4.30); 

она менее устойчива к шуму, чем (4.29), но имеет точность, сопоставимую с 

(4.30). Для идентификации по экспериментальным данным модель (4.31) 

является наиболее предпочтительной. 

 

4.3.2 Идентификация cуммы синусоид в аддитивном шуме 

Рассматриваемая задача является одной из задач спектрального анализа 

[231]. Во многих приложениях, особенно в области связи, радиолокации, 

сонара, геофизики, сейсмологии, рассматриваемые сигналы хорошо 

описываются суммой синусоид с шумом [231]. Большое количество статей 

[231– 255] посвящено проблеме оценки частот синусоид по конечному числу 

дискретных зашумленных измерений ввиду ее широкого применения в науке 

и технике. 

Хотя существует большое количество методов оценки частоты, их 

можно классифицировать как непараметрические или параметрические 

подходы. Непараметрические методы частоты основаны на применении 

преобразования Фурье. Непараметрические методы не делают никаких 

предположений о характере наблюдаемых данных последовательности. 

Разрешение или способность разрешать близко расположенные частоты с 

помощью непараметрических методов принципиально ограничены длиной 

доступных данных. В качестве альтернативы используется параметрический 

подход, который предполагает, что сигнал удовлетворяет генеративной 

модели с известной функциональной формой. Параметрический подход 

позволяет достичь более высокого разрешения. Известны следующие 

параметрические оценки частоты: максимальное правдоподобие (МП) [236], 
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нелинейные наименьшие квадраты (ННК) [237], полные наименьшие 

квадраты (ПМНК) [238], инструментальные переменные (ИВ) [239], 

уравнения Юла – Уокера [240], итеративная фильтрация [241] и методы 

подпространств, такие как усеченное сингулярное разложение, MUSIC и 

ESPRIT [242]. 

Фактически с аддитивным белым гауссовым шумом, с одной стороны, 

методы МП и ННК эквивалентны, оба статистически эффективны, но их 

вычислительная сложность очень высока. С другой стороны, остальные из 

вышеупомянутых параметрических методов используют линейное 

прогнозирование (ЛП) синусоидальных сигналов и обеспечивают 

неоптимальную оценку эффективности, но их вычислительная сложность 

меньше. 

Полные наименьшие квадраты используются во многих методах оценки 

частот синусоид. В [243] предлагается оценка для синусоид на основе полных 

наименьших квадратов с применением линейного прогнозирования (ЛП) 

синусоидальных сигналов. Также метод наименьших квадратов используется 

для методов, основанных на уравнениях Юла – Уокера более высокого 

порядка [244, 245]. Эти алгоритмы не учитывают симметрию коэффициентов 

оцениваемых коэффициентов ЛП реальных синусоидальных сигналов. 

В [246] предложен весовой алгоритм для оценки коэффициентов, 

учитывающий симметрию коэффициентов модели ЛП реальных 

синусоидальных сигналов. Предложенный алгоритм требует вычисления 

обобщенного собственного вектора на каждой итерации. Это сложная 

нелинейная вычислительная задача [247]. 

Основным ограничением для разрешения параметрических методов 

является вычислительная устойчивость алгоритмов и несмещенность 

получаемых оценок. Это связано с тем, что при близких частотах 

оцениваемых синусоид задача становится плохо обусловленной. Известно, 

что использование полных наименьших квадратов позволяет повысить 

разрешение по сравнению с классическим методом наименьших квадратов. 
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Наиболее распространенным алгоритмом решения задачи наименьших 

квадратов является алгоритм, основанный на сингулярном разложении 

матрицы. Данный алгоритм имеет высокую вычислительную сложность. 

Альтернативным методом решения задачи наименьших квадратов служит 

подход смещенных нормальных систем. В [148, 157] отмечено, что решение 

задачи наименьших квадратов в виде смещенной нормальной системы может 

быть предпочтительнее в некоторых случаях. 

Одним из эффективных методов решения смещенной нормальной 

системы является преобразование в расширенную эквивалентную систему 

[148, 157]. В работе получена расширенная система, эквивалентная 

взвешенной смещенной системе. На основе предложенной расширенной 

системы реализован алгоритм оценки частот синусоид. 

Постановка задачи. Задача оценки частот синусоид формулируется 

следующим образом. Даны дискретные измерения с шумом: 

( ) ( ) ( ),y n x n e n= + , , ,n 0 1 N 1= − ,    (4.70) 

( ) ( )sin ,
L

l l l

l 1

x n A n 
=

= +  , , ,Ll 1 2=  ,   (4.71) 

где lA , ( ),l l2 f 0  = 
 
и  ),l 0 2   неизвестная амплитуда, частота и фаза 

l -й синусоиды. ( )e n  представляет собой аддитивный белый шум с нулевым 

средним и неизвестной дисперсией 
2

e . Число L  известно априори. 

Требуется оценить частоты ˆ
l  из зашумленной последовательности 

наблюдений ( ) y n . 

Свойство линейного предсказания. Оценка частот из зашумленного 

сигнала является сложной задачей, поскольку частоты входят в (4.70) 

нелинейно. 

Сигнал можно однозначно представить в виде линейной комбинации 

2Lпредыдущих значений 

( ) ( ),
2L

i

i 1

x n a x n i
=

= − −       (4.72) 
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где la – постоянные коэффициенты. Частоты la  связаны с коэффициентами 

la следующим уравнением: 

( )exp ,
2 L

i l

i 0

a j i 0
=

− =     (4.73) 

0a 1= , i 2 L ia a −= , j 1= − . 

Из решения уравнения: 

,
2 L

i

i

i 0

a z 0
=

=      (4.74) 

частоты l можно оценить как фазу ( )exp lj   корней уравнения (4.74). 

Таким образом, задача оценки частот может быть сведена к оценке 

коэффициентов, входящих в уравнение линейно. 

Используя свойство симметрии коэффициентов, (4.72) представляется 

следующим образом 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),
L 1

i L

i 1

x n x n 2L a x n i x n 2L i a x n L
−

=

− − − = − − − + + −  (4.75) 

( ) ( ) ( ),y n x n e n= +  

Определим выражение для ошибки прогнозирования 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).
L 1

i L

i 1

n e n e n 2L a e n i e n 2L i a e n L
−

=

= + − + − − − + + −   (4.76) 

Запишем (5.67) в матричной форме 

,Y Xa=      (4.77) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )( )Y , , ,
T

y N 1 y N 2L 1 y 2L y 0= − − − − − − − ( )a , , ,
T

1 la a= 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X .

T

y N 2 y N 2L y N L 1

y N 3 y N 2L 1 y N L 2

y 2L 1 y 1 y L

− + − − − 
 

− + − − − − =
 
  − + 









 

Метод взвешенных полных наименьших квадратов для оценки 

частоты. Оценка частоты на основе метода полных наименьших квадратов 
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является несмещенной, но неэффективной. Для повышения точности оценок 

используются модификации алгоритмов взвешивания. Рассмотрим решение 

задачи взвешенного метода наименьших квадратов: 

,WY WXa=       (4.78) 

где W – положительно определенная матрица. 

В случае если шум имеет гауссовское распределение, выбор весовой 

матрицы 

( )W ɝɝ
1

2 T

e
−

=       (4.79) 

позволяет получить оценки максимального правдоподобия. 

В [246] предложена оценка частоты на основе нахождения 

обобщенного собственного вектора. Решение методом взвешенных полных 

наименьших квадратов описывается минимизацией обобщенного отношения 

Рэлея: 

( ) ( )
a

Y - Xa W Y - Xa
min .

a Ga

T

T1+
   (4.80) 

Здесь 
( )E WE

G

T

2

e2


=


, 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

E .

T

e N 2 e N 2L e N L 1

e N 3 e N 2L 1 e N L 2

e 2L 1 e 1 e L

− + − − − 
 

− − − − − − =
 
  − − 








 

В [246] выражения для матриц W 1−  и G также получены в явном виде. 

Матрица W 1−  представляет собой ленточную теплицеву матрицу 

W

1 1 1

0 1 2L

1 1 1 1

-1 1 0 1 2L

1 1

1 0

W W W 0 0

W W W W 0

0 0 W W

− − −

− − − −

− −

 
 
 =
 
  
 









, 

где  
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( ) ( )( ) ,
L 1

1 2 2

0 L i

i 1

W n n a 2 a 
−

−

=

 
=  = + 

 
  

( ) ( )( ) ,
L 1

1

1 i i 1

i 1

W n n 1 2 a a 
−

−

+

=

=  + =   , 

( ) ( )( )1

2LW n n 2L 1 − =  + = , 

G ,

0 2L 1 2L 1 L 2L 1 L

1 2L 1 0 2L 2 L 1 2L 3 L 1

2 2L 2 1 2L 3 L 2 L 3 L 2

L L 1 1 0

G G G G G G G

G G G G G G G

G G G G G G G

G G G G 2

− −

− − − − −

− − − − −

−

+ + + 
 

+ + +
 
 = + + +
 
 
 
 











 

 , .
N 2 L j

j i i j

i 1

G W
− −

+

=

=   

Замечание. Для ленточных теплицевых матриц существуют быстрые 

алгоритмы поиска обратных матриц, которые позволяют значительно снизить 

сложность алгоритма [247, 248]. 

Вводим новый вектор переменных 

a = H a,G
      (4.81) 

где G = H HT

G . 

Запишем критерий (4.80) с использованием нового вектора переменных 

( ) ( )
Ta

Y - XH a H H Y - XH a
min .

a a

T
-1 T -1

G W W G

1+




  (4.82) 

где W H HT

W W= . 

Взвешенная смещенная нормальная система уравнений определяется 

как 

( )( ) ( )
T

XH WXH I a XH WY,
T

-1 -1 2 -1

G G W G− =   (4.83) 

где ( )min H XH ,H Y-1

W W G W =  наименьшее сингулярное число матрицы 

( )H XH ,H Y .-1

W G W  
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Система (4.83) часто плохо обусловлена. Число обусловленности 

нормальной смещенной системы определяется из следующего выражения 

( )( ) ( )
( )

T max

min

H XH
XH WXH I .

H XH

2 -1 2

W G W-1 -1 2

2 G G W 2 -1 2

W G W

cond
 


 

−
− =

−
 

Плохая обусловленность (4.120) возникает по двум причинам: из-за 

произведения ( )
T

XH WXH-1 -1

G G  и из-за возможной близости ( )min H XH2 -1

W G  и 

2

W . 

Для повышения устойчивости решения смещенной нормальной 

системы уравнений можно применить разложение Холецкого. Разложение 

Холецкого имеет существенный недостаток – на плохо обусловленных 

матрицах оно может приводить к неприемлемой погрешности решения 

системы уравнений. 

Выполняя преобразования, аналогичные [157], получаем расширенную 

систему, эквивалентную взвешенной смещенной нормальной системе 

уравнений (4.83), определяемую как 

,Xa Y=     (4.84) 

или  

( )

I 0 H XH e H Y

0 I I r 0 .

ˆ 0aXH H I 0

-1 T

W W G W W W

W W W

T
-1 T

W G W W W

k k k

jk k

k jk





          =              


(4.85) 

Число обусловленности матрицы ( )X k  определяется выражением  

[157]: 

( )( )

( )

( )

( )

( )

max

max
max

min min

min

cos arccos

,

cos arccos

2 2

W

3 2
2 2 2

2 2 2
W

W

2 2 2 2 2 2
W W

3 2
2 2 2

W

k1 3 3

3 2 1 k k1 k k
X k

1 k k k1 3 3

3 3 2 1 k k

 

  


   

 

  −
  
  + ++ +   = 

  + + −
  +
  + +

  

 (4.86) 
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где 
max min,   – максимальные и минимальные собственные числа матрицы 

( )H XH XH H .
T

-1 -1 T

W G G W  

В качестве оценки коэффициента k может быть использовано 

выражение 

( )
( ) ( )

max

min W max

H XH
ˆ .

H XH H XH

-1

W G W

W -1 2 -1 2

G W W G W

2
k

 

   

+
=

+ +
   (4.87) 

Истинные значения матриц неизвестны, алгоритм взвешенных 

суммарных наименьших квадратов может быть реализован итеративно. 

Алгоритм. 

  Шаг 1. Найти матрицы Ŵ и Ĝ  для разложений ˆ ˆ ˆW = H HT

W W
, ˆ ˆ ˆG = H HT

G G
 

матриц. Новый вектор переменных вводит (4.81). Начальные значения матриц 

Ŵ I= ,G

/

1 0 0

0 1 0

0 0 1 2

 
 
 =
 
 
 









. 

Шаг 2. Найти наименьшее сингулярное значение 

( )min H XH ,H Y-1

W W G W = . 

Шаг 3. Вычислить значение множителя по (4.87). 

Шаг 4. Решить систему уравнений (4.85) одним из стандартных методов, 

например, LU-разложением. 

Шаг 5. Повторить Шаг 1 – Шаг 4 до сходимости. 

Шаг 6. Найти оценку параметра ˆâ = H a-1

WTLS G
. 

Пример. Модель сигнала без помех описывается уравнением: 

( ) ( )sin ,
5

l l l

l 1

s n n  
=

= +     (4.88) 

где ( )Ŭ 1 1 1 1 1= , ( )ɤ . . . . .1 35 1 70 2 05 2 4 2 75= , 

( )ű 2 3 4 5    = . 

Отношение сигнал/шум для суммы синусоид равно [231] 
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lg .
2

1

2
SNR 10

2 





 
=   

 

     (4.89) 

Оценки частоты, полученные с использованием предложенного 

алгоритма 1, сравнивались с оценками Юла – Уокера (YW [245]), полных 

наименьших квадратов (TLS [238]), полных наименьших квадратов для 

модели с симметричными коэффициентами (TLS-S), наименьших квадратов 

для модели с симметричными коэффициентами, (LS-S), нижней границей 

Крамера – Рао (CRLB).  

Алгоритмы сравнивались по рассогласованию вектора оценки 

коэффициентов â : 

ɤ̂ ɤ
lg .

ɤ
2

2

20
 −

=   
 

    (4.90) 

Результаты численных экспериментов для разных представлены на 

Рисунках 4.50–4.52. Результаты, представленные в данном разделе, 

показывают, что предложенный алгоритм позволяет получать оценки для 

малых выборок и высоких значений SNR. 

 

Рисунок 4.50 – Рассогласование вектора оценки коэффициента â  для 25N =  
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Рисунок 4.51 – Рассогласование вектора оценки коэффициента â  для 75N =  

 

Рисунок 4.52 – Рассогласование вектора оценки коэффициента â  для 150N =  
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Результаты тестирования показывают, что при увеличении отношения 

“сигнал-шум” оценки разработанного метода приближаются к границе 

Крамера-Рао и имеют меньшую погрешность, чем остальные методы. 

4.3.3 Оценивание частоты в трехфазных электрических цепях 

c автокоррелированными помехами 

Частота является одним из самых важных параметров электрической 

сети, который характеризует ее надежность, стабильность и качество 

электрической энергии. Даже незначительное отклонение частоты (±0,2 – 0,4 

Гц) от номинального значения (50 Гц) свидетельствует о нарушении в работе 

энергосистемы. Оценка частоты является важным элементом в алгоритмах 

автоматики энергосистем (автоматическая частотная разгрузка, 

автоматический частотный ввод резерва, частотное автоматическое 

повторное включение и т. д.), поэтому ее правильное определение 

необходимо для их эффективной работы [250]. В трехфазных системах ни 

одна из одиночных фаз не может точно охарактеризовать всю систему и ее 

свойства. Таким образом, для надежной оценки частоты следует учитывать 

информацию о всех трех фазах [251, 252]. Преобразование Кларка 

применяется для получения комплексного сигнала, который включает 

информацию о трех фазах.  

Для оценки частоты в трехфазных системах применяются различные 

методы: оценка частоты, основанная на пересечениях нуля [253], фазовой 

автоподстройки частоты [254], дискретное преобразование Фурье [255], 
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алгоритм Витерби [256], расширенный фильтр Калмана [257], 

корреляционные методы [258], метод наименьших квадратов (LMS) [259]. 

Наиболее перспективными методами оценки частоты в трехфазных 

системах являются методы, основанные на авторегрессии второго порядка. 

Данные методы нечувствительны к фазным значениям напряжений и 

начальным фазам. 

Рекуррентное оценивание частоты на основе метода наименьших 

квадратов было предложено в [260]. Однако оценки частоты на основе 

метода наименьших квадратов являются смещенными оценками. 

Применение смещенных оценок может снижать надежность систем 

электропитания. 

Применение метода полных наименьших квадратов позволяет получать 

несмещенные оценки частоты. В [261] рассматривается применение 

рекуррентного метода полных наименьших квадратов для оценки частоты. 

Математическое описание трехфазной цепи. Дискретные мгновенные 

значения напряжений с частотой дискретизации 
1

Дf =


 определяются по 

формулам: 

( )(a) (a) sin 2 ,iu U f i =  +
( ) ( ) 2

sin 2 ,
3

b b

iu U f i


 
 

=  + − 
 

       (4.91) 

( ) ( ) 2
sin 2 ,

3

c c

iu U f i


 
 

=  + + 
 
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где f – частота,  (a)U , (b)U , ( )cU  – амплитудные значения напряжений;   – 

начальная фаза; i  – целочисленный индекс. 

В реальных системах значения напряжений наблюдаются с помехами: 

(a) (a) (a) ,i i iu u = + ( ) ( ) ( ) ,b b b

i i iu u = + ( ) ( ) ( ) ,c c c

i i iu u = +  

где (a)

i , (b)

i , ( )c

i  – аддитивные независимые помехи наблюдения, для которых 

выполнены условия:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) (c) 0a b

i i iE E E  = = = , 

( )( )
2

( ) 2 ,a

i aE  = ( )( )
2

( ) 2 ,b

i bE  = ( )( )
2

( ) 2.c

i cE  =  

Применяя преобразование Кларка к трехфазному зашумленному 

сигналу, получим:  

(a) (a)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 22

3 0 3 2 3 2

i i

b bi i i

i i

c ci i i

i i

u
u u

u
u u

u

  

  









    
− −           

= + = +           
−           

    




. (4.92) 

Уравнение (4.92) описывает переход к декартовой системе координат. 

Ненаблюдаемый сигнал может быть описан комплексным сигналом:  

( ) ( )( ) ( ) (A jB)cos(2 ) sin(2 )i i iu u ju f i B jC f i
      = + = +  + + +  + ,  

( )(a) ( ) ( )2 2

3 6

b cA U U U= + + , ( )( ) ( )1

2 2

b cB U U= − − , ( )( ) ( )1 3

2 2

b cС U U= + , 

Уравнение для помехи примет вид 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) (a) ( ) ( )2

3 2 2 2

b c
b ci i

i i i i i i

j
j

    
     

 
= + = − − + − 

 
. 
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Применяя Z-преобразование к действительной части ( )
iu


, получим 

линейное разностное уравнение:  

( ) ( ) ( )
2 1 0 1 1,i i i i iu u au b b
  

 − − −+ − = +  

где a cos(2 )f i=  , ( )( ) ( )

0 cos ,mb U  = ( )( ) ( )

1 cos 2 .mb U f  =  −  

Для 1i   уравнение принимает вид:  

( ) ( ) ( )
2 1 0.i i iu u au
  

− −+ − =                   (4.93) 

Задача оценивания частоты трехфазной сети сводится к получению 

оценки коэффициента â  по наблюдаемым значениям ( )

iu  . Оценка частоты 

определяется по формуле 

ˆ1ˆ arcsin .
2 2

a
f



 
=  

  
 

Запишем уравнение авторегрессии при наличии помехи наблюдения: 

( ) ( ) ( )

2 1 ,i i i iu u au   − −+ = +                                             (4.94) 

где ( ) ( ) ( )

2 1i i i ia     − −= + − .  

Алгоритмы оценивания частоты при независимых помехах. 

Рекуррентный метод наименьших квадратов (РМНК) для уравнения (4.94) 

будет иметь вид 

( )( ) ( ) ( )

2 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1)LS LS i i i LS ia i a i L u u a i u  

− −= − + + − − ,    (4.95) 

где 

( )

( )

1 1

2
( )

1 1

i i
i

i i

P u
L

u P





− −

− −

=
+




, 

( )

( )

2
( ) 2

1 1

1 2
( )

1 1

,
i i

i i

i i

u P
P P

u P








− −

−

− −

 
 = +
 +
 




 

0.98 1    – коэффициент забывания. 
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Для применения метода полных наименьших квадратов найдем 

математическое ожидание квадрата ошибки: ( ) ( )2 2 22iE a = + .  

Оценки по методу полных наименьших квадратов могут быть найдены 

из критерия: 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2 1

1

2
argmin .

2

N

i i i

i

a

u u au

a

  
− −

=

+ −

+

 

 

Рекуррентный метод полных наименьших квадратов имеет вид 

( )
2

( ) ( ) ( )

2 1

2

ˆ ( 1)
ˆ ˆ( ) ( 1) (1 ) ,

ˆ2 ( 1)

i i TLS i

TLS TLS a

TLS

u u a i u
a i a i

a i

  

 
− −+ − −

= − + − 
+ −


 (4.96) 

где 
a  – градиент функции; 

Алгоритмы оценивания частоты при коррелированных помехах. Во 

многих практических задачах требование независимости к помехе не 

соблюдается и между отсчетами наблюдается автокорреляция. Для таких 

помех оценки, полученные с помощью (4.95), также будут смещены. 

Рассмотрим алгоритмы, позволяющие получать несмещенные оценки. Пусть 

для помехи выполняется условие 
( ) ( ) ( )

1

lim ( ),
N

i i m
N

i

h m    −
→

=

=  1,m r= . 

Тогда  

( )2 2 2 2 ( ) ( ) 2 2 ( ) ( )2 2 (2) 4 (1) (2 2 (2) 4 (1)),iE a h ah a h ah   
     = + + − = + + −  

где  
( ) ( ) 2( ) ( )h m h m 

= . 

Оценивание по методу полных наименьших квадратов примет вид 
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( )
2

( ) ( ) ( )

2 1

2 ( ) ( )

ˆ ( 1)
ˆ ˆ( ) ( 1) (1 ) .

ˆ ˆ2 ( 1) 2 (2) 4 ( 1) (1)

i i TLS i

TLS TLS a

TLS TLS

u u a i u
a i a i

a i h a i h

  

 
 

− −+ − −
= − + − 

+ − + − −



 (4.97) 

Как следует из формулы (4.97), для получения несмещенных оценок 

необходимо знать первые два значения корреляционной функции ошибки. 

Рассмотрим алгоритм на основе метода инструментальных 

переменных, позволяющий получать несмещенные оценки без знания 

корреляционной функции ошибки. Предположим, что существует вектор i  

такой, что: 

• i  некоррелирован с шумом .i  

• i  хорошо коррелирован с регрессором ( )

1iu 
−

 . 

Рекуррентное оценивание методом инструментальных переменных 

вычисляется аналогично рекуррентной процедуре для вычисления МНК-

оценок: 

ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ,T

IV IV i i i IVi i L y i    = − − − −
 

            (4.98) 

где 
(IV)

1

(IV)

1

,i i
i

i i

P
L

P



 
−

−

=
+

 1

1

(IV) ( ) ( )

1 1(IV) (IV)

1 ( ) ( )

1

.i

i

IV

i i i

i i IV

i i

P u P
P P

u P








 
−

−

− −

−

−

 
= + 
 + 




       

Выбор инструментальной переменной i  может быть осуществлен из 

соображений ( )

1 ,i i du  − −=  где d r , для достижения наибольшей корреляции с 

( )

1iu 
− необходимо выбирать  из условия кратности периоду ˆ

Дd kf f , 1,2..k =  

Для улучшения точности оценок размерность вектора 

инструментальных переменных берется больше размерности регрессионного 

вектора dim 1i  . Рекуррентная оценка для расширенного метода 

инструментальных впервые была предложена в [262]: 

                        
( ) ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ,
EIV EIV

EIV EIV i i i EIVi i L y i   = − − − −
 

 (4.99) 
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где  

( ) ˆ( 1) ( 1) ,
TEIV T

i y i iy i r i y = −  − 
 

( ) ˆ( 1) ( 1) ,
T

EIV T

i i ii R i   = −  −   

1

1 1( ) ,T

i i i i i i iL −

− −=    +     ( )1 1 ,T

i i i i iL − − =  +    

,
0

T

i i
i

  


 =   

( )ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) 1 ( ( 1))T

i iR i R i R i     = − + − − − , 

ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) (1 )( ( 1))y y i i yr i r i y r i    = − + − − − . 

Алгоритм оценивания частоты при фликкер-шуме. Рассмотренный 

выше метод инструментальных переменных применим, когда помеха имеет 

конечную память. В сетях электроснабжения также может возникать 

фликкер-шум. В [142] работе показано, что дробная производная тесно 

связана со спектром фликкер-шума. Для моделирования дискретного аналога 

фликкер-шума возможно использовать разность дробного порядка. 

Рассмотрим оценивание частоты для случая, когда наблюдаемая 

последовательность имеет вид 

( ) ( ) ( ) ,q

i i i iu y u  = +   

где ( )

0

( 1) ,
i

q j

i i j

j

q

j

  −

=

 
 = −  

 


( 1)
( 1) ,

( 1) ( 1)

j
q q

j j q j

   +
= − 

 +  − + 
1/ 2 1/ 2,q−    

1

0

( ) t qq e t dt



− − =  . 

Найдем математическое ожидание квадрата ошибки:   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 0 0 2 2 4 (1)

(2 0 0 2 2 4 (1)),

iE H H a H aH

H H a H aH

   

    





= + + − =

= + + −
 

где ( )
1

0

1
,

N

j

q q N j
H m

j m jN N


−

=

   −
=   

−  
  

оценивание по методу полных наименьших квадратов примет вид: 

 
( )
( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( )

2 1

2

ˆ ( 1)
ˆ ˆ( ) ( 1) (1 ) .

2 0 0 2 2 4 (1)

i i TLS i

TLS TLS a

u u a i u
a i a i

H H a H aH

  

   

 
− −+ − −

= − + − 
+ + −


(4.100) 
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Тестирование алгоритмов. Рассмотренные в работе алгоритмы 

применялись для контроля частоты трехфазной системы с частотой 50 Гц и 

временем дискретизации  2= мс. Результаты определения частоты при 

длине выборки N = 2000 для различных отношений “шум-сигнал”, приведены 

в Таблицах 4.38–4.40. 

Таблица 4.38 – Оценки частоты при белом шуме 

  

 

 

Таблица 4.39 – Оценки частоты при автокоррелированном шуме 

 

 

 

Таблица 4.40 – Оценки частоты при фликкер-шуме 

 

 

 

Рассмотрены различные рекуррентные алгоритмы для оценивания 

частоты трехфазной цепи на основе авторегрессии второго порядка. 

Рекуррентные алгоритмы на основе инструментальных переменных и 

полных наименьших квадратов показали более высокую точность по 

сравнению с рекуррентным методом наименьших квадратов. Кроме того, 

данные методы позволяют получать несмещенные оценки частоты при 

u   LS алгоритм (4.95) TLS алгоритм (4.96) 

0.05 50.30 49.95 

0.1 51.03 50.08 

0.2 53.45 49.90 

u   LS алгоритм (4.95) IV алгоритм (4.96) 

0.05 50.35 49.93 

0.1 51.25 50.10 

0.2 54.31 49.86 

u   LS алгоритм (4.95) TLS алгоритм (4.98) 

0.05 50.42 49.95 

0.1 51.37 49.91 

0.2 54.20 50.11 
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коррелированных шумах. Полученные результаты могут быть использованы 

для повышения эффективности диагностики и анализа электрических систем.  

4.3.4 Идентификация экспоненциальных трендовых моделей с дробным 

белым шумом 

Рассматривается задача идентификации трендов в виде решений 

линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка при 

наличии дробного белого шума. Оценивание параметров решений 

дифференциальных уравнений сопряжено с трудностями, поскольку решения 

являются нелинейными функциями от параметров. Раздел посвящен 

разработке алгоритмов идентификации, позволяющих определять оценки 

параметров рассматриваемых трендовых моделей. 

Приведем линейное однородное дифференциальное уравнение второго 

порядка с постоянными коэффициентами: 

0z pz qz + + = ,     (4.101) 

где y  – искомая функция, а p  и q  – числа. 

Уравнению (4.101) соответствует характеристическое уравнение  

2 0k pk q+ + = .     (4.102) 

Обозначим корни характеристического уравнения (4.102) через 1k , 2k . 

В зависимости от характера корней решение дифференциального 

уравнения может описываться тремя различными функциями: 

1) Если корни характеристического уравнения вещественные и 

различны: 1 2k k , 
1 2,k k  , то общее решение линейного однородного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами (4.101) 

имеет вид 

1 2

1 2

k t k t
z C e C e= + , 1 2,С С  .     (4.103) 

2) В случае когда корни характеристического уравнения вещественные 

и равные: 
1 2 ,k k k R= =   общим решением линейного однородного 
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дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами (4.101) 

является функция 

( )1 2 1 2

kt kt ktz C e C xe e C C t= + = + , 1 2,С С  .                 (4.104) 

3) Если корни характеристического уравнения комплексно-

сопряженные: 1k b iw= + , 
2 ,k b iw= − 1 2,k k  , то общее решение линейного 

однородного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами (1) имеет вид 

( )1 2cosw sinbtz e C t C wt= + , 1 2,С С  .     (4.105) 

В экономических приложениях процесс помимо трендовой обычно 

имеет стохастическую составляющую. Часто стохастическая составляющая 

не удовлетворяет условиям Гаусса – Маркова. В работе рассматривается 

обобщение белого шума – дробный белый шум, называемый также 1/f-

шумом. 

В [142] работе показано, что дробная производная тесно связана со 

спектром 1/f-шума. Для моделирования дискретного аналога 1/f-шума, 

возможно использовать разность дробного порядка. Наблюдаемый процесс 

имеет вид 

,i i iy z = +        (4.106) 

где 
0

( 1) ,
i

j

i i j

j j

 
  −

=

 
 = −  

 


( 1)
( 1) ,

( 1) ( 1)

j

j j j

 



   +
= − 

 +  − + 
 

1/ 2 1/ 2,−    1

0

( ) .te t dt


− − =   

В работе рассматриваются алгоритмы идентификации параметров 

моделей трендов (4.103), (4.104), (4.105) по дискретным значениям iy . 

Алгоритмы идентификации. Предложены двухшаговые алгоритмы, 

позволяющие определять оценки параметров рассматриваемых трендовых 

моделей. На первом этапе осуществляется переход от нелинейной по 

оцениваемым параметрам статической модели тренда к линейной по 

параметрам динамической модели (авторегрессии). Идентификация 
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параметров проводится в предположении, что модель представляет собой 

сумму тренда и дробного белого шума, что не позволяет применить 

известные методы оценки параметров авторегрессии. Оценивание 

параметров динамической модели проводится с помощью разработанного в 

статье алгоритма оценивания на основе минимизации обобщенного 

отношения Рэлея. На втором этапе на основе оценок параметров 

авторегрессии осуществляется оценка параметров тренда. 

Случай действительных неравных корней. Запишем решение 

дифференциального уравнения (4.103) для дискретных значений: 

1 1 2 2exp( ) exp( ) ,i i i iy A b T A b T = −  + −  +                                (4.107) 

где ,iT i t=  t  – интервал дискретизации. 

В работе предложен двухшаговый алгоритм, позволяющий 

идентифицировать параметры уравнения (4.107):  

Шаг 1.  Идентификация нелинейных параметров 1b , 2b  путем перехода 

от уравнения (4.107) к линейному разностному уравнению. 

Эффективным методом идентификации на коротких выборках является 

представление уравнения (4.107) в виде линейного разностного уравнения на 

основе аппарата Z-преобразования. Запишем разностное уравнение 

относительно первых разностей, для 3k  : 

1 1 2 2 ,k k kz с z с z− −= + ,i i iy z = +                (4.108) 

где 1 1 2exp( ) exp( ),c b t b t= −  + −    2 1 2exp( ) exp( ),c b t b t= −   −   

Ошибку прогноза модели (4.108) можно записать в виде                                       

1 1 2 2k k k kc c     − −=  −  +       (4.109) 

Применение классического метода наименьших квадратов не позволяет 

получать состоятельные оценки параметров уравнения (4.108) из-за наличия 

автокорреляции в ошибке прогноза k .  

Найдем математическое ожидание квадрата ошибки:   

( )2 2 22 (1 2 ),T T T T

iE c H c c h c H c c h       = + − = + −  
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где  

( )1 2 ,
T

c c c= ( ) ( )( )1 2 ,
T

h h h  =
1 (1)

.
(1) 1

h
H

h





 
=  
 

 

( )
1

0

1
.

N

j

N j
h m

j m jN N


 −

=

   −
=   

−  
  

Будем искать оценки параметров в виде обобщенного отношения 

Релея: 

2

1 1 2 2

1

( )

ˆ arg min .
1 2

N

i i i

i

T T
c

y c z c z

c
c H c c h 

− −

=

− −

=
+ −


                     (4.110) 

Условиями отнесения анализируемого временного ряда к модели 

суммы двух экспонент (4.110) уже на первом этапе идентификации будет 

система неравенств 

1

2

2 1

0 2,

0 0.25 .

с

с с

 


  
     (4.111) 

Условия (4.111) можно считать неявной регуляризацией выражения 

(4.110). Оценки коэффициентов вектора ( )1 2

T
b b b=  могут быть получены 

по следующим формулам: 

( ) ( )2

1 1 2

1

ˆ ˆ ˆln 4 ln 2ˆ ,
с с с

b
t

− − − +
=



( ) ( )2

1 1 2

2

ˆ ˆ ˆln 4 ln 2ˆ .
с с с

b
t

− + − +
=


 (4.112) 

Шаг 2. Идентификация линейных параметров, входящих в уравнение 

(4.97). Вектор линейных параметров может быть определен на основе 

классического метода наименьших квадратов:  

( )
1

ˆ ,T TA Y
−

=        (4.113) 

где ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ,

T

A A A= ( )1 ,
T

NY y y=   

1 1 2 1

1 1

exp( ) exp( )

.

exp( ) exp( )N N

b T b T

b T b T

−  −  
 

 =
 
 −  −  

  
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Случай действительных равных корней. Запишем решение 

дифференциального уравнения (4.97) для дискретных значений с дробным 

белым шумом: 

                             ( )1 2 1exp( ) .i i i iy A A T b T = + −  +        (4.114) 

Шаг 1. Применяя Z-преобразование к уравнению (4.114), получим 

систему уравнений (4.108), где 1 12exp( ).c b t= −   Оценки коэффициентов 

могут быть определены из соотношения (4.110). 

Условиями принятия модели произведения экспоненты на линейную 

форму аргумента, т. е. модели (4.114), являются следующие соотношения: 

1

2

2 1

0 2,

0.25 .

с

с с

 


= 
 

Параметр 1b   модели (4.114) может быть определен по формуле: 

( )1

1

ˆln 2ˆ ,
с

b
t

−
=


                                (4.115) 

Шаг 2. Вектор линейных параметров может быть определен по 

формуле (4.113), где  определяется по формуле 

1 1 1 2 1

1 1

exp( ) exp( )

.

exp( ) exp( )N N N

b T T b T

b T T b T

−  −  
 

 =
 
 −  −  

  

Случай комплексно-сопряженных корней. Для случая с комплексно-

сопряженными корнями дискретные значения решения уравнения (4.104) с 

дробным белым шумом могут быть записаны в виде 

1exp( )cos( ) ,i i i iy A bT T   = − + +          (4.116) 

Шаг 1.  Оценивание параметров происходит аналогично случаям для 

действительных корней. Коэффициенты авторегрессии зависят от параметров 

уравнения (4.116) следующим образом: 

1 12exp( )cos(w ),c b t t= −     1 12exp( ).c b t= −   
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Для коэффициентов авторегрессии должно выполняться условие 

2

1 20.25 1с с  . Оценки параметров 
1b̂  и ŵ  могут быть определены по 

следующим формулам: 

( )2

1

ˆlnˆ ,
2

с
b

t

−
=


 1

2

1
ˆ arccos .

2

c
w

t c

 
=     

 

Шаг 2. Вектор линейных параметров может быть определен по 

формуле (5.112), где  определяется по формуле 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1

exp( )sin w exp( )cos w

,

exp( )sin w exp( )sin wN N N N

b T T b T T

b T T b T T

−   −   
 

 =  
 −   −   

  

тогда 

2 2

1 2 ,A A A= +  1

2

.
A

arctg
A


 

=  
 

 

Тестовые примеры.  Случай действительных корней. 

Модель тренда описывается уравнением 

 0.34exp( 0.5 ) 2exp( 10 ) .i i i iy T T = −  + −  +     (4.117) 

В Таблице 4.41 приведены результаты идентификации модели (4.117). 

 

Таблица 4.41 – Результаты идентификации модели (4.117) 

Метод 1c  2c  c ,% 1b  2b  2R  

Истина 1.4536 0.4966  0.5 3 0.983 

LS 0.5744 -0.2433 74.8 0.76 6.30 0.938 

TLS 1.4083 0.4517 0.5 0.448 3.52 0.987 
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Рисунок 4.53 – Результаты идентификации модели (4.117) 

 

Случай с кратными действительными корнями.  

Модель тренда описывается уравнением 

                       ( ) 0.34 4 exp( 0.5 ) ,i i i iy T T = − −  +       (4.118) 

В Таблице 4.45 приведены результаты идентификации модели (4.118). 

 

Таблица 4.45. Результаты идентификации модели (4.118) 

Метод 1c  2c  c  1b  2R  

Истина 1.8097 -0.8187  0.5 0.995 

LS 1.6566 -0.6800 10.4 0.9423 0.559 

TLS 1.8119 -0.8206 0.15 0.494 0.996 
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Рисунок 4.54 – Результаты идентификации модели (4.118) 

Случай комплексно сопряженных корней. Модель тренда описывается 

уравнением 

 0.34exp( 0.5 )cos(2 0.5) .i i i iy T T = − + +    (4.119) 

В Таблице 4.46 приведены результаты идентификации модели (4.119). 

 

Таблица 4.46 – Результаты идентификации модели (4.119) 

Метод 1c  2c  c  1b    2R  

Истина 1.6668 -0.8187  0.5 2 0.972 

LS 1.2572 -0.4996 27.9 1.73 2.38 0.768 

TLS 1.6624 -0.8268 0.5 0.475 2.09 0.973 
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Рисунок 4.55 – Результаты идентификации модели (4.119) 

 

4.3.5 Метод идентификации логистической кривой Рамсея 

При математическом описании процессов ограниченного роста в 

различных областях техники, экономики, биологии, химии широко 

используются S-образные кривые (логистические кривые) [263–265]. 

Проблема повышения точности оценивания динамических процессов, 

описываемых S-образными кривыми, является актуальной. Решение данной 

проблемы возможно на основе современных методов идентификации 

динамических систем. 

Оценивание параметров S-образные кривых по результатам наблюдений 

динамического процесса для построения прогноза является одной из 

важнейших задач. Для описания S-образных кривых используют различные 

модели, самые распространенные – это логистические функции Верхулста 

(Перла – Рида), Гомперца , функция гиперболического тангенса и др. [266]. 

Одной из таких моделей является функция Рамсея, зависящая от двух 

параметров – b  и A: 
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( )( )1 1 exp( ) ,i i i iy A b T b T = − +  −  +     (4.120) 

где iT i t=    и t  интервал дискретизации. 

 i  – последовательность независимых одинаково распределенных 

векторов, для которой выполняются условия: 

– математическое ожидание  помехи равно нулю   0i = ; 

– дисперсия помехи ограниченная и постоянная  2 0i = . 

Требуется по зашумленной последовательности  iy оценить 

параметры модели b  и A . Применение метода наименьших квадратов для 

оценивания параметров b  и A  непосредственно из выражения (5.120) 

сопряжено с трудностями, так как параметры b  и A  входят в уравнение 

(5.120) нелинейно. 

Алгоритм идентификации. Для повышения точности оценивания 

параметров уравнения (4.120) может быть применено Z-преобразование. Z-

преобразование позволяет перейти от нелинейной по параметрам 

статической модели (4.120) к динамической линейной по параметрам модели 

в виде разностного уравнения. 

На первом шаге оцениваются параметры соответствующего 

разностного уравнения. Для модели (4.120) на первом шаге оценивается 

параметр b . На втором шаге на основе оценок, полученных на первом шаге, 

оцениваются параметры, входящие в уравнение линейно. Для модели (4.120) 

на втором шаге оценивается параметр A . 

Шаг 1. Уравнение (4.120) может быть записано в виде в виде 

линейного разностного уравнения относительно разностей первого порядка 

( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 ,i i i i i iz z с z z с z z− − − − −− = − + − ,i i iy z = +      (4.121) 

где 1 2exp( )c b t= −   и 
2

2 10.25c c= −  

Ошибка предсказания для модели (4.121) может быть записана в виде 

( ) ( )1 1 1 2 2 2 3i i i i i i iс с      − − − − −= − − − − − .  (4.122) 
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Из-за того, что ошибка предсказания i  не является белым шумом, 

применение классического метода наименьших квадратов приводит к 

смещенным оценкам параметров. Рассмотрим два метода, позволяющие 

получать несмещенные оценки параметров. 

Метод обобщенных полных наименьших квадратов (ОПМНК). 

Определим дисперсию для ошибки предсказания: 

( )2 2 22 2 2 (1 ),T T T T

iE c H c c h c Hc c h     = + + = + +  

где ( )1 2 ,
T

c c c= ( )1 0 ,
T

h =
1 0.5

.
0.5 1

H
− 

=  
− 

  

Будем искать оценки параметров ĉ  из условия минимума обобщенного 

отношения Рэлея: 

( ) ( )( )
2

1 1 1 2 2 2 3

1ˆ arg min .
1

N

i i i i i i

i
GTLS T T

c

y y c y y c y y

c
c Hc c h

− − − − −

=

− − − − −

=
+ +


  (4.123) 

Оценки параметров ĉ  (4.123) могут быть найдены из решения 

смещенной нормальной системы уравнений:  

( ) ( )
1

ˆ ,T T

GTLSc H Y h 
−

=   −  +     (4.124) 

где 22  = ,

3 2

1

,

N N

y y

Y

y y −

− 
 

=
 
 − 


2 1 1 0

1 2 2 3

.

N N N N

y y y y

y y y y− − − −

− − 
 

 =
 
 − − 

  

Система линейных алгебраических уравнений (4.124) может быть 

решена стандартными методами решения линейных уравнений, например с 

помощью LU-разложения. 

Метод расширенных инструментальных переменных (РИВ). 

Предположим, что существует вектор i  такой, что: 

• i не коррелирован с шумом ;i  

• i хорошо коррелирован с регрессором i . 

Если размерность вектора инструментальных переменных больше 

размерности регрессионного вектора 
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n dim 2i =  , 

тогда оценка ˆ
IV  инструментальных переменных может быть найдена из 

выражения  

2

1 1 2

1 1
ˆ argmin .

N N
T

EIV i i i i

i i

c c y
N N

  
= =

   
= −   

   
   

Минимум выражения (4.124) является решением системы нормальных 

уравнений: 

                                    ( )
1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ,T T

EIV yc R R R r   

−

=     (4.125) 

где 
1

1ˆ
N

T

i i

i

R
N

  
=

=  , ( )1

1

1
ˆ

N
n

y i i i

i

r y y
N



  −

=

= −   . 

Шаг 2. На основе оценки коэффициентов ( )1 2
ˆ ˆ ˆ

T
c c c=  можно 

определить оценки параметра b̂ : 

( )1

1ˆ ˆln 0.5b с
t

= −


  

или 

( )( )1 2

1ˆ ˆ ˆln 0.25 2 .b с с
t

= − + −


 

Оценки параметра Â  могут быть найдены как решение нормальной 

системы уравнений: 

( )
1

ˆ ,T T

A A A AA Y
−

=     

где 

( )

( )

1 1
ˆ ˆ1 1 exp( )

,

ˆ ˆ1 1 exp( )

A

N N

b T b T

b T b T

 − +  − 
 
  =
 
 − +  − 
 


1

.A

N

y

Y

y

 
 

=
 
 
 

  

Результаты моделирования. Предложенные модификации алгоритма с 

использованием на первом шаге обобщенного полного метода наименьших 

квадратов и расширенного метода инструментальных переменных были 

реализованы в Matlab и сравнивались с алгоритмами, использующими на 
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первом шаге МНК-оценку авторегрессионных параметров. В качестве 

показателей качества модели использовались коэффициент детерминации  

( )

 ( )

2

2 1

2

1

ˆ

1

N

i i

i

N

i i

i

y z

R

y E y

=

=

−

= −

−




 

и относительная среднеквадратическая погрешность оценивания параметров 

2

0
02

ˆ
100

c c
c

c


−
=  . 

Пример 1. Кривая Рамсея описывается уравнением 

( )( )2 1 1 0.025 exp( 0.025 ) ,i i i iy T T = − +  −  +    (4.126) 

Число наблюдений 15N =  интервал дискретизации 75t = .  i  

гауссовская случайная последовательность с нулевым математическим 

ожиданием и среднеквадратическим отклонением 22 10 .
−=   

Разностное уравнение, соответствующее уравнению (4.126) при 

заданных параметрах дискретизации:  

( ) ( )1 1 2 2 30.30 0.0235 ,67i i i i i iz z z z z z− − − − −− = − − −  .i i iy z = +  (4.127) 

Результаты идентификации представлены в Таблице 4.42 и на 

Рисунке 4.56.  

Таблица 4.42 – Результаты идентификации модели (4.127). 

Метод 1c  2c  c ,% b  A  2R  

Истинные 

параметры 
0.3067 -0.0235 - 0.0250 2 1.00 

МНК 0.2598 0.0036 17.62 0.0272 1.9895 0.9954 

ОПМНК (4.123) 0.2850 -0.0092 8.46 0.0260 1.9946 0.9954 

РИВ (4.125) -0.2836 0.4134 238.78 - 1.8007 0.2042 
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Рисунок 4.56 – Результаты идентификации модели (5.153): 1 –истинная 

кривая без шума; 2 – истинная кривая с шумом; 3 – кривая с МНК-оценками; 

4 – кривая с ОПМНК оценками; 5 – кривая с РИВ-оценками 

 

Пример 2. Кривая Рамсея описывается уравнением 

( )( )2 1 1 0.025 exp( 0.025 ) .i i i iy T T = − +  −  +   (4.128) 

Число наблюдений 100N = , интервал дискретизации 1t = .  i –

гауссовски распределенная последовательность с нулевым математическим 

ожиданием и среднеквадратическим отклонением 410 .
−=  

Разностное уравнение, соответствующее уравнению (4.128) при 

заданных параметрах дискретизации:  

( ) ( )1 1 2 2 31.9025 0.9048 ,i i i i i iz z z z z z− − − − −− = − − −   .i i iy z = +  (4.129) 

Результаты идентификации представлены в Таблице 4.43 и на Рисунке 4.57.  

Таблица 4.43 – Результаты идентификации модели (4.129) 
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Методы 1c  2c  c ,% b  A  2R  

Истинные 

параметры 
1.9025 -0.9048 - 0.050 2 1.00 

МНК 1.8309 -0.8332 4.82 0.0884 1.6196 0.8823 

ПМНК 

(4.123) 
1.8316 -0.8340 4.75 0.0879 1.6286 0.8841 

РИВ (4.125) 1.8955 -0.8980 0.46 0.0537 1.8007 0.9954 

 

Рисунок 4.57 – Результаты идентификации модели (4.155): 1 – истинная 

кривая; 2, 3 – кривые с МНК-оценками и ОПМНК-оценками; 4 – кривая 

с РИВ-оценками 

Представленные результаты показывают, что предложенные 

модификации двухэтапного алгоритма с ОПМНК или РИВ на первом шаге 

способны давать более точные оценки, чем алгоритм с МНК-оценкой 

коэффициентов на первом шаге.  Предложенные модификации дополняют 

друг друга: при малой частоте дискретизации более точные оценки дает 

обобщенный метод полных наименьших квадратов, при большой частоте 

дискретизации – метод расширенных инструментальных переменных. 
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Выводы по главе 4 

 

1. Все методы, предложенные во второй и третьей главах, реализованы 

в виде программного комплекса. Вычислительные эксперименты показали, 

что разработанные методы превосходят по точности метод наименьших 

квадратов. 

2. Предложенные в третьей главе алгоритмы идентификации на основе 

расширенных систем уравнений показали в вычислительном эксперименте 

более высокую устойчивость при решении плохо обусловленных задач, чем 

ранее известные методы на основе смещенных нормальных систем 

уравнений. 

3. Предложенные в третьей главе алгоритмы идентификации на основе 

итерационной регуляризации показали в вычислительном эксперименте 

более высокую точность при решении плохо обусловленных задач, чем 

регуляризация Тихонова задачи полных наименьших квадратов. 

4. Разработанные методы были применены. 

4.1. Для идентификации математических моделей асинхронного 

электродвигателя с учетом скин-эффекта при наличии погрешностей 

измерений.  

4.2. Для идентификации параметров гармонических и 

полигармонических сигналов при наличии помех, в том числе если помеха 

описывается дробным белым шумом.  

4.3. Для идентификации трендовых моделей в виде квазиполиномов и 

кривых роста. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В рамках проведенных исследований в диссертации были предложены 

новые модели систем дробного порядка и созданы численно устойчивые 

методы идентификации линейных и нелинейных динамических систем 

дробного порядка при наличии помех. В работе были получены следующие 

основные результаты: 

1. Предложены новые модели дискретных динамических систем 

дробного порядка, обобщающие ранее известные модели. 

2. Создан метод на основе обобщенных полных наименьших квадратов 

для идентификации параметров моделей линейных и некоторых классов 

нелинейных (Гаммерштейна, Винера, билинейных) систем, описываемых 

уравнениями с разностями дробного порядка, доказана сильная 

состоятельность оценок для шумов различных классов. Применение 

предложенного метода позволяет уменьшить в среднем погрешность 

оценивания параметров на 9-22 %, по сравнению с методом наименьших 

квадратов. 

3. Создан метод идентификации моделей линейных систем 

дробного порядка с использованием подхода на основе обобщенных 

инструментальных переменных, доказана сильная состоятельность 

получаемых оценок параметров. Применение предложенного метода 

позволяет уменьшить в среднем погрешность оценивания параметров на 5-28 

%, по сравнению с методом наименьших квадратов и разработанным 

методом на основе обобщенных полных наименьших квадратов для случая 

неизвестной автокорреляционной функции помехи. 

4. Разработаны рекуррентные алгоритмы идентификации моделей 

динамических систем дробного порядка, доказана сильная состоятельность 

получаемых оценок параметров. Применение разработанных алгоритмов 

позволяет уменьшить в среднем погрешность оценивания параметров на 8-27 

%, по сравнению с рекуррентным методом наименьших квадратов. 
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5. Созданы численно устойчивые алгоритмы для разработанных 

методов идентификации на основе новой расширенной системы уравнений, 

эквивалентной смещенной нормальной системе уравнений, отличающейся от 

известной расширенной системы меньшей размерностью и отсутствием 

комплексных коэффициентов. Применение предложенной расширенной 

системы уравнений позволяет сократить время решения в 1.5-1.8 раза по 

сравнению с комплекснозначной расширенной системой. 

6. Разработана неявная итерационная схема регуляризации задачи 

полных наименьших квадратов, имеющая меньшее число обусловленности, 

чем регуляризация Тихонова, для задачи полных наименьших квадратов. 

Применение разработанной неявной итерационной схемы регуляризации 

задачи полных наименьших позволяет уменьшить погрешность в среднем на 

1.5-2.0 % по сравнению с регуляризацией Тихонова задачи полных 

наименьших квадратов. 

7. Разработан программный комплекс, реализующий предложенные 

модели и методы идентификации моделей динамических систем дробного 

порядка. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение А 

В Приложении А представлены результаты использования 

разработанных методов для идентификации модели нагрева экструдера 

полимеров [1] 

Процесс экструзии является одним из основных технологических 

процессов в производстве полимерной продукции. Полный цикл работы 

экструдера (аппарата, в котором проводится процесс экструзии) состоит из 

нескольких стадий: 

1) разогрев экструдера до заданного технологическими условиями 

температурного режима; 

2) пуск процесса экструзии – переход от состояния, когда продукция на 

выходе экструдера отсутствует, до состояния, когда исходная продукция 

экструдера соответствует заданным количественным и качественным 

характеристикам; 

3) режим нормальной эксплуатации; 

4) остановка процесса экструзии. 

Первая из названных выше стадий – режим разогрева – 

характеризуется непродуктивными затратами рабочего времени и 

энергетических ресурсов. Поэтому, с точки зрения повышения 

эффективности работы технологического оборудования в производстве 

полимеров в целом, и энергосбережения в частности, задача управления 

режимом разогрева экструдера может быть с формулирована следующим 

образом: необходимость разогреть экструдер до нужного температурного 

режима по зонам за кратчайшее время без перегрева аппарата (или с 

минимальным перегревом). 

В последнее время появились результаты научных исследований, 

посвященные решению сформулированной задачи. Как показали результаты 

исследований, приведенные в [2–4], управления разогревом экструдера 

должно осуществляться на основе математической модели, которая 
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существенно улучшает качество самого процесса. Следовательно, для 

повышения эффективности режима разогрева экструдера нужна 

соответствующая математическая модель. Большинство известных на 

сегодняшний день научных работ, посвященных этому вопросу, направленны 

на разработку алгоритмов идентификации математических моделей первого 

порядка с запаздыванием (ППЗ) или второго порядка с запаздыванием (ВПЗ). 

Данные модели описывают объект с сосредоточенными параметрами, что 

является достаточно грубым допущением при моделировании процесса 

разогрева экструдера. В статье предложена модель разогрева экструзии 

полимеров в виде линейного уравнения с разностями дробного порядка. 

Математическая модель процесса нагрева. Рассмотрим идеальный без 

потерь процесс нагрева полубесконечного тела. Ось направлена 

перпендикулярно нагреваемой поверхности, а начало совпадает с ней. 

Запишем уравнение теплопроводности для данного случая: 
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Используя преобразование Лапласа, приведем уравнение к 

обыкновенному дифференциальному уравнению: 

( , )
( , )
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Решение этого уравнения будет иметь вид 

( , ) ( ) ( ) .

s s
l l

T l s K s e K s e
 

−

= +1 2    (A.3) 

Передаточная функция при нулевых граничных условиях передаточная 

функция может быть записана в виде 
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Введем замену переменной  

s
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Подставляя (А.5) в (А.4), получим 
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Таким образом, передаточная функция уравнения теплопроводности, 

будет содержать слагаемые со степенями кратными 
1

2
. Такая передаточная 

функция соответствует дифференциальному уравнению с производными с 

производными дробных порядков, т. к. 
d

s
dt

 
→ 

 

1

2

 

Учитывая, что реальный процесс будет иметь потери, а кроме того, 

неоднородность среды, в общем виде уравнения теплообмена могут быть 

записаны через уравнения дробных порядков [5]. При аппроксимации 

решений данных уравнений могут возникать степени не кратные 
1

2
. 

Учитывая, что информация об объекте управления поступает в 

дискретном виде с частотой дискретизации 1с целесообразно проводить 

идентификацию на основе дискретных моделей во временной области. 

Испытания проводились на экструдере ESE 1-35-27 (Рисунок A.1). 

Экструдер имеет 3 зоны нагрева. Мощность каждого нагревателя 0.5 кВт. 

Погрешность измерения температуры C1 .  
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Рисунок A.1 – Экструдер полимеров ESE 1-35-27  

 

Схема расположения зон нагрева представлена на Рисунке A.2. 

Экспериментально были получены переходные характеристики, для 

нагрева каждой из трех зон при включении соответствующего нагревателя. 

Идентификация проводилась на основе алгоритма, описанного в 

предыдущем разделе (модель выходной ошибки дробного порядка), а также 

использовалось расширение Matlab, Identification toolbox, в котором 

реализована идентификация параметров моделей выходной ошибки (output 

error) и ARX (Autoregressive with exogenous input) для моделей целого 

порядка. 

Для всех трех моделей время запаздывания определялось по графикам. 

В Таблице A.1 представлены результаты идентификации трех зон тремя 

методами. 
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Рисунок A.2 – Схема расположения зон нагрева экструдера ESE 1-35-27  

 

Таблица A.1 – Результаты идентифкации 

№ ARX целого порядка OE целого порядка OE дробного порядка 

1 1 31i i iz 0.9989z 0.1751x− −= +  1 31i i iz 0.9989z 0.1749x− −= +  0.55

1 310.9903 0.1014i i iz z x−

− −= +   

2 1 38i i iz 0.9992z 0.1531x− −= +  1 31i i iz 0.9992z 0.1492x− −= +  0.55

1 310.9706 0.0602i i iz z x−

− −= +   

3 1 31i i iz 0.9989z 0.5857x− −= +  
1 1

31 31 333.03 1.56

i i i

i i i

z 1.966z 0.966z

1.48x x x

− −

− − −

= − +

+ − +
 0.5

1 400.9798 0.1366i i iz z x−

− −= +   

 

На Рисунках A.3–A.8 представлены переходные характеристики, 

построенные по экспериментальным данным и идентифицированным 

параметрам, а также абсолютные погрешности. 

Проведенные эксперименты показали, что модели на основе уравнений 

с разностями дробного порядка обладают более высокой точностью. 
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Рисунок A.3 – Переходные характеристики для первой зоны нагрева 

 
Рисунок A.4 – Переходные характеристики для второй зоны нагрева 
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Рисунок A.5 – Переходные характеристики для третьей зоны нагрева  

 
Рисунок A.6 – График абсолютной погрешности первой зоны  
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Рисунок A.7 – График абсолютной погрешности второй зоны 

 

Рисунок A.8 – График абсолютной погрешности третьей зоны 
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